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Editorial

Javier Diez-Palomar
Universidad de Barcelona

a estamos de regreso con un nuevo numero de REDIMAT. En esta

ocasion dos de los articulos incluidos en este numero nos llevan al

ambito del libro de texto, material universalmente utilizado en las
escuelas para presentar los contenidos del curriculum a las y los estudiantes.
El uso del libro de texto ha sido objeto de fuerte discusion. No es extrafio
encontrar escuelas donde el profesorado decide crear sus propios materiales
al margen de uso del libro, que incluso se llega a “abolir.” Decidir qué libro
usar, de hecho, es una decisién importante, para los equipos de profesorado,
por diversas razones. En este nimero de REDIMAT la lectora y el lector
van a encontrar propuestas de herramientas metodoldgicas para considerar
de una manera critica los textos docentes que se nos presentan en formato
de libro. Sin embargo, a veces la discusion se queda cerrada al ambito
profesional del profesorado, cuando el libro es una herramienta que traspasa
las paredes del centro escolar. Las familias ven en el libro un vinculo entre
lo que pueden ensefiar a sus hijos e hijas cuando les ayudan con las
matematicas, y el curriculum, ese texto oficial, a veces demasiado repleto
de tecnicismos, y que si que acostumbra a ser reducto de la profesion
docente.

Sin embargo, antes de entrar en estos dos articulos centrados en el
analisis de libros de texto, comenzamos este numero con el articulo de
Thomas Lingefjérd y Djamshid Farahani con el que el lector/a se adentra en
el mundo simbdlico de las matematicas. Este tema es una de las claves para
entender la respuesta que tienen los y las estudiantes a las actividades y
contenidos matematicos que se les presentan en secundaria, momento en el
que acostumbran a aparecer simbolos matematicos en las diversas formas
de representacion, como diagramas, funciones, tablas, graficos, y otras
representaciones mas abstractas que el uso de manipulativos o las
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organizaciones (arrays) que son de uso comun en los niveles iniciales de la
enseflanza de la matematica. La importancia del simbolismo en
matematicas reside, entre otras razones, en la fuerte conexion que tiene con
el contenido conceptual de las mismas. Un simbolo “empaqueta” un
concepto matematico concreto y lo presenta de una manera sintética al
lector/a, que cuando lo ve “entiende” a qué se refiere. Por ejemplo, ver la
letra griega m invoca en muchos de nosotros y de nosotras una determinada
relacion entre la longitud de una circunferencia y su didmetro. Habra quien
imagine a algiin personaje como Arquimedes haciendo dibujos de circulos
en la arena, aunque claramente esta relacion ya era conocida en culturas
previas a la griega. Los autores se remiten a la idea de los 3 mundos de las
matematicas que propuso Tall hace ya casi dos décadas. Basandose en ese
enfoque, nos presentan el analisis de una situacion de movimiento lineal. Es
interesante ver como los y las estudiantes tratan de responder a las tres
preguntas que plantea el autor en la exposicion del ejercicio. Los lectores/as
juzgaran las conclusiones a las que llegan Lingefjérd y Farahani.

El siguiente articulo es el de Mengual, Gorgori6 y Albarracin. En él se
centran en el analisis de la medida en los libros de texto, utilizando un
enfoque de jerarquizacion de tareas, que nos trae el eco de los trabajos de
Robert Gagné sobre la relacién “jerarquica” entre los diferentes procesos
cognitivos que conducen hacia el aprendizaje. Los autores usan también la
idea de conocimiento procedimental y conceptual, remitiéndose al uso que
hacian de esa idea Hiebert y Lefevre, y que mas tarde ha continuado siendo
usada por otros autores en nuestra disciplina, como se puede apreciar en el
primero de los articulos incluido en este nimero de REDIMAT.

A través de las paginas de este articulo, los autores muestran que existe
una tendencia a la aritmetizacion de la medida en la forma en como se
presenta en los libros de texto de la editorial estudiada. Esta conclusion, de
acuerdo con ellos, es coherente con la opinion de Chamorro sobre el mismo
tema. Los autores usan un enfoque de analisis que les ha permitido
cuantificar este fendmeno de aritmetizacion de la medida en los libros de
texto de una conocida editorial de libros de texto. Esta propuesta de analisis
constituye una herramienta con potencial para la revision critica de los
materiales docentes que se utilizan dentro del aula, y deja abierta la
pregunta sobre la utilidad de la investigacion para mejorar la practica
docente cuando se establecen conexiones entre practica e investigacion
como el caso del tipo de analisis que se plantea.
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En el tercer articulo, Castro et al también proponen un estudio del libro
de texto como via para tratar de comprender las oportunidades /
posibilidades que tienen los y las estudiantes para, en este caso, desarrollar
la capacidad de algebrizacion. Partiendo de los niveles de algebrizacion
propuestos por Godino, los autores presentan un amplio estudio con mas de
mil estudiantes en el que analizan todas las actividades de los libros de la
editorial que se acostumbra a usar en las escuelas de Colombia como texto
docente. Los autores, tras su estudio, llegan a la conclusion de que la
herramienta de Godino aporta una descripcion que puede llegar a predecir
el desarrollo del concepto de algebrizacion en los/as estudiantes. Sin
embargo, proponen una refinacion de dicho instrumento para llegar a
alcanzar dicha capacidad de prediccion absoluta.

Finalmente, en el ultimo articulo incluido en este nimero de REDIMAT
encontramos un trabajo de Maria de la Trinidad Quijano y Ana Rosa
Corica, sobre el desarrollo de un modelo praxeologico de referencia
referido a lugares geométricos. La propuesta de las autoras se centra en la
denominada “geometria del taxista.” La geometria “moderna” de finales del
siglo XIX y siglo XX mostré que existen otras geometrias posibles mas alla
de la “tradicional” geometria euclidiana. Sin embargo, esta geometria es la
que aun hoy predomina en la mayoria de los libros de texto. Las autoras
proponen utilizar otro modelo, la geometria del taxista, que es un enfoque
que facilmente se puede conectar a situaciones significativas de la vida
cotidiana de las y los estudiantes. Para ello parten de la Teoria
Antropologica de lo Didactico y describen un Modelo Praxeologico de
Referencia en relacion a lugares geométricos desde la geometria euclidiana.
Se redefinen las propiedades geométricas de los lugares geométricos
euclidianos en funcion de una “geometria del taxista” que lleva a re-
conceptualizar ideas como la de “distancia mas corta entre dos puntos”
como viaje directo entre dos puntos A y B, por ejemplo. Las autoras
concluyen que este enfoque tiene la capacidad de ofrecer muchas mas
oportunidades a las y los estudiantes para integrar la geometria en su
quehacer habitual dentro del aula.

Dejamos, pues, al lector/a, para que disfrute por si mismo/a de estos
cuatro interesantes articulos.
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The Symbolic World of
Mathematics

Thomas Lingefjérd Djamshid Farahani
University of Gothenburg University of Gothenburg

(Received: 15 November 2016; Accepted: 27 May 2017; Published:
24 June 2017)

Abstract

In understanding upper secondary school students’ interpretations of information in
symbolic representations of a distance-time-relation, little attention has been paid to
the analysis of the condition of the conceptual development related to utterances.
Understanding this better can help improve the teaching of attribute and information
in symbolic representations of different phenomena. Two theoretical perspectives
have been used to conduct the analysis: Tall and Vinner's theoretical perspectives on
learning and Gray’s & Tall’s theory of three mathematical worlds together with
Héahkioniemi’s interpretation of these three worlds. The findings provide evidence
that a detailed analyse of student’s utterances show difference in quality related to
student’s interpretations of a distance-time relation. The qualities were related to
student’s concept images of functions and derivatives.

Keywords: Conceptual development, symbolical representations, interpretations
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Resumen

En la comprension de las interpretaciones de los estudiantes de la escuela secundaria
en representaciones simbolicas de una relacion distancia-tiempo, se ha prestado poca
atencion al analisis de la condicion del desarrollo conceptual relacionado con los
enunciados. Entender esto mejor puede ayudar a mejorar la ensefianza del atributo y
de la informacion en representaciones simbolicas de diferentes fendmenos. Se han
utilizado dos perspectivas tedricas para llevar a cabo el andlisis: las perspectivas
teoricas de Tall y Vinner sobre el aprendizaje y la teoria de Gray y Tall de tres
mundos matematicos junto con la interpretacion de Hihkidniemi de estos tres
mundos. Los hallazgos proporcionan evidencia de que un analisis detallado de los
enunciados de los estudiantes muestra diferencias en calidad relacionadas con las
interpretaciones de los estudiantes de la relacion distancia-tiempo. Las cualidades
estaban relacionadas con las imagenes conceptuales de funciones y de sus derivadas.

Palabras clave: Desarrollo conceptual, representaciones simbolicas,
interpretaciones.
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athematical representations such as diagrams, histograms,

functions, graphs, tables and symbols facilitate understanding

and communication of abstract mathematical concepts or other
phenomenon described in mathematical terms (Elby, 2000; Leinhardt,
Zaslavsky, & Stein 1990). Nevertheless, humans of today are facing a
world that is shaped by increasingly complex, dynamic, and powerful
systems of information that we meet through various media.

An important aspect of the problem we gave the students is that it is a
symbolical representation of a theoretical physical concept’s motion. Being
able to interpret, understand, and work with symbolical representations
involves mathematical processes and concepts the student needs to
appreciate and comprehend and can address when facing interpretation
challenges (Friel, Curcio & Bright, 2001).

For mathematics education in an elementary, middle, lower secondary
and upper secondary perspective, teachers use different representations to
make it possible for students to gradually understand more and more
complex mathematical objects and concepts. Geometrical constructions,
graphs of functions, and a variety of diagrams of different kinds are used to
introduce new concepts and to study relations, dependency and change
(Trigueros & Martinez-Planell, 2010). Mathematical representations,
structures and constructions are also used in different scientific branches,
such as biology, chemistry, physics or social science. It is of major
importance that students learn how to interpret symbolical representations
in a scientific and successful way.

Understanding a symbolic representation of a phenomenon involves the
ability of relating different concepts incorporated in the specific
representation. The critical problem of transition between and within
representations has been addressed in several studies (Breidenbach, Hawks,
Nichols, & Dubinsky, 1992; Sfard, 1992). Lingefjard & Farahani (2016)
claims that the ability of bridging the gap between symbolic and graphic
representations depends highly on how students encapsulated relevant
concepts involving in the representation.

Research Questions

(a) How do students interpret and understand symbolical
representations of linear motion?
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(b) How do students use their interpretation in order to investigate
special features of the linear motion?

Theoretical Framework

Many concepts we meet in mathematics have been encountered in some
form or other before they are formally defined. Tall (2004) claims that
mathematical thinking is strongly related to the cognitive process that give
rise to mathematical knowledge. Learning or conceptual development in
mathematics is seen as a change in the individual's concept image.
We shall use the term concept image to describe the total cognitive
structure that is associated with the concept, which includes all the mental
pictures and associated properties and processes. (Tall & Vinner, 1981,
p.152)

The usual notion of a definition of the concept in mathematics,
according to Tall et al., (1981) is called concept definition.

The concept definition [is] a form of words used to specify that concept.
(Tall et al., 1981, p.152)

As the concept image develops it need not be coherent always. Different
stimuli can most likely activate different parts of the concept image.

We shall call the portion of the concept image which is activated at a
particular time the evoked concept image. At different times, seemingly
conflicting images may be evoked. (Tall et al., 1981, p.152)

Tall (2004) suggests a possible categorisation of cognitive growth into
three worlds of mathematics or three distinct but interacting developments.
Three worlds of mathematics are founded on the assumption that the
learning of mathematical concepts is individual and develop at different
stages, through perception, through symbols or through axioms.

The first world is the conceptual — embodied world, the world we meet
through perception, the visual and spatial mathematical world. Most of us
have a concept image of what a circle is. A circle is round, it may be large
or small and it may be red or blue. We have not learned this through
educational efforts; instead we have learned this through the physical world
and through observations. The first mathematical world consists of objects
we have discovered and observed in the real world, knowledge we have
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gained through our senses. It also contains mental conceptions of non-
existing objects such as point with no size and lines with no thickness.

The second world is the proceptual — symbolic world. In this world, we
find symbols and actions that we must perform when we, for example, are
dealing with manipulations in algebra. Central in this world is the concept
of procept which consist of the first part of process and the end of the word
concept. Gray & Tall (1994) introduced the concept procept to describe a
central part of the learning of mathematical concepts. Gray et al. (1994)
underlined that it is important to learn how to apprehend mathematical
symbols both as concepts and as parts of a process at the same time.

An elementary procept is the amalgam of three components: a process
which produces a mathematical object, and a symbol which is used to
represent either process or object. (Gray et al., 1994, p. 12)

According to Gray et al. (1994) 2x3 may be perceived as a process
(multiplication) or as a concept (product). Regarding learning in the
symbolic world of mathematics he/she may use and reflect over the
mathematical symbolic language and its function, meaning and application.

The third mathematical world is the formal axiomatic world. Is this
world there are axioms, theorems and proofs in focus. Based on given
assumptions regarding the proportion and relation between mathematical
objects are axiom based structures built and used as foundations for
mathematical theorems.

Mathematical thinking is thereby based on perception developing subtly
in sophistication through the mental world of conceptual embodiment. The
development takes account of the individual's previous experience which
may operate successfully in one context yet remain supportive or become
problematic in another, giving rise to emotional reactions to mathematics,
leading to a spectrum of success and failure over the longer term (Tall,
2004).

The theories from Tall et al. (1981) and Gray et al. (1994) about
cognitive development of mathematical knowledge is in many ways quite
comparable with the historical development of mathematics as an axiomatic
science.

Héhkioniemi (2006) has used the theory of three mathematical worlds
when investigating student’s conceptions of derivative. Hahkioniemi offers
a hypothetical schema over learning of derivative building on a
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classification of representations that are frequent when introducing the
concept of derivative (see Figure 1).

Properties t Properties
Embodied Symbolic
world world
RATE OF CHANGE
SLOPE OF TANGENT
Limiting process

@ Average rate of change

Doy f Ax
Slope of secant
Difference guotient

Increase

Horizontalness \ /
Steepness
Tangent FUNCTION
Local siraightness

Maoving a hand Velocity T Average velocity
Pencil as a tangent \

MDVEMENT"

Figure 1. The learning path to the derivative (Héahkoneimi, 2006, p. 74).

It is obvious that humans may take different paths towards
understanding or using the derivative in our construction of mathematical
knowledge. We interpret this classification as once we have chosen our
path, it also limits our choices.

Methodology

This study relies on qualitative approaches regarding methodology and
analysis. The qualitative research method creates the opportunity to make a
detailed analysis of how few students perceives a certain phenomenon or a
certain concept. Our aim was to find a credible explanation that describes
student’s interpretations and explanations of symbolic description of a
phenomenon together with conceptual development related to their
utterances.
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Our first study took place in the fall of 2013 with 17 upper secondary
school students at the natural science programme (nine girls and eight boys)
in year 2. The students were all 18 years old or older and had studied at
least three different mathematics courses at upper secondary school,
calculus inclusive. All students volunteered to take part in the study. They
were grouped into small groups of two or three students each group; a video
camera was mounted to record the discussion. No observer was present
since we wanted the students to be comfortable in the discussion and in
their comments and attitudes.

Our intention was to record and analyse individual student’s responses,
and we considered that this was most easily done by encouraging group
discussions in which students were trying to interpret the concept of
motion. The group discussions were open and sometimes became intense as
students discussed and tried to convince each other with arguments and
responded to four separate questions. The students took notes and did their
calculations on paper, and each session was recorded for about 1 h. The
transcription was based on the group discussion, but the focus of the
analysis was on the individually expressed interpretations of the situation.
Our citations from students’ reasoning where transcribed directly from the
video film we analysed. When we categorized students’ answers, we were
not mainly interested in right or wrong answers, but more in the state of
conceptual development.

As we engaged in analysis of the transcripts, we were guided by the
notation that the transcription must be selective to facilitate analysis of data
(Linell, 1994). However, we chose not to consider some variables, for
example, body gestures and tone of voice. Transcription on the other hand
has been designed as written linguistic constructions, and great importance
has been given to accurate presentation of students’ statements. Following
Linell (1994), we decided to view the transcriptions as open units of
analysis, which means that we could omit or include conventions, symbols
or pauses based on the nature of the study.

Three main categories could be identified; category A (most developed
responses), category B (less developed responses) and category C (least
developed responses). We give examples of student’s utterances with one
group in each category. The students are: Student 1, Student 2, & Student 3
(category A), Student 4, Student 5, & Student 6 (Category B), and Student
7, & Student 8 (Category C).
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Situation and Questions

When we face a mathematical symbolical description of an event, we need
a mathematical interpretation of the symbols since mathematical symbols
belong to a mathematical world. But we also try to understand the event
that took place and sometimes we do this with non-mathematical
references. Since we wanted the students to analyse and make
interpretations of a situation in mathematical terms they were given the
following situation. We knew that the students had experienced linear
motion in different ways. In teaching of mathematics and physics, in
textbooks and in the curriculum, is linear motion an important issue.

An object is moving according to d(£) = 22 + t, where 0 < £ < 8. The
distance d is in meters and the time t is measured in seconds.

a) Calculate and interpret
d(5)—d(3)
5-3
b) How far has the subject moved after 8 seconds?
c) What velocity has the subject after 8 seconds? How do you know
that?

Results

As we mentioned earlier, we have categorized student’s utterances relative
to the questions. The purpose was to organize the presentation of results
and to facilitate analysis. Below follow student’s utterances within three
identified categories.

Category A, Most Developed Responses

Interpretations within this category are typically rooted in the second
mathematical world, the proceptual-symbolical world, Tall (2004). The
question a) is intended for illuminating student’s interpretation of a
difference quote for a given function. The students were asked to calculate
and interpret the difference quote
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d(5) — d(3)

5-3
of the distance function d(t) = 2t* + t, where 0 < t < 10.
Written responses (Task a))

Student 1:
(2-5245)—(2-3%) 34
5—3 =zl
Average velocity between 3 and 5 seconds is 17 m/s
Student 3:

2-25+5—(2-32+3)_55—21_17

Average velocity between 3 and 5 seconds is 17m/s
Student 2:

2:25+5-2-32+3 55-21
> = =17
The average velocity between 3 and 5 seconds is 17m/s
Quotes from transcribed video material (Task a))
Student 3: Yes, but after 5 seconds has it moved some length.
Student 1: Exactly and then we must divide with... Here are my

calculations...

Student 1: What we have is average velocity, right?
Student 3: 34, so I use 17 then.

Student 3: The average velocity between 3 and 5 seconds.

The subtask b) resulted in that the students in this category calculated
the value of the function in the given point and they interpreted this as the
distance the object has been moved after § seconds.

Written responses (Task b))

Student 1: Enter t = 8 = 2 - 82 + 8 = 136, the car has moved 136 meters
Student 2: Enter t = 8 and it will give us d(8) = 2 - 82 + 8 = 136 meters
The car has moved 136 m after 8 seconds.
Quotes from transcribed video material (Task b))
Student 1: Calculate and enter...
Student 2: It should be 8, yes?
Student 3: ... 136...
Student 1: 136 meters...
Student 3: The car has moved 136 meters
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These students are following a similar reasoning in which 8 seconds is
entered into the functions expression and the resulted value is interpreted as
a distance. We also notice that the students associate the question as a real-
life situation by labelling the moving object as a car.

The next subtask is about the object’s velocity after 8 seconds. This task
may be solved in different ways depending on what method the students
select. The students are expected to explain why they selected a certain
method.

Written responses (Task c))

Student 1: d(t) = 2t2 +t
d'(t) =4t +1
:d'(8)=4-84+1=233
Student 1: When we find the derivative, we get the change of velocity and
if we replace t with 8 then we get the velocity after 8 seconds.
Student 2: d(t) = 2t> +t
: Find the derivative d'(t) = 4t + 1 andsett = 8
:d'(8)=4-8+1=33m/s
Student 2: We get the rate of change in the point when t = § and in this
case, it resulted in 33 m/s.

In their written answers above, the students decided to calculate and
interpret the derivative of the function d(t) and thereafter they calculate the
value of the function’s derivative in the point 8 seconds. The students
validate their method by the statement “we get the rate of change of
velocity.”

Quotes from transcribed video material (Task c))

Student 3: What velocity has the car after 8 seconds? How do you know
that? How quick has it moved, that must be the derivative...

Student 1: Yes, for that ... that...

Student 3: Yes, because then we get that... what it is called...

Student 2: ... rate of change of velocity...

Student 3: Yes.

Student 2: So it must be 4t.

Student 3: If we use the derivative, then we get ... eh unit ... meters per
second for example.

Student 2: So ... the velocity is 33 meters per second...

Student 1: 4t ...
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Student 3: Just write 4t. Add one since the t will become a one.

Student 2: But just write...

Student 1: 4 x 8 + 1 is equal to 33...

Student 3: How do we know that? Because the derivative of a function is

Student 2: Well ... it says ... how do we know that really? That is what we
are saying! Yes...

Student 2: Should we write it down ...

Student 1: No, we are saying it now. We are writing that the derivative ...
of... a function ... is a ... certain point...

Student 3: Yes, ... point... will give us... so! Yes, we are about ready
now.

Category B, Less Developed Responses

Interpretations within this category are partly rooted in the second
mathematical world, the proceptual-symbolical world, Tall (2004). Similar
to interpretations and utterances from students in category A, student
responses in this category also demonstrate some understanding of symbols
and their meaning through mathematical operations.
Written responses (Task a))
Student 5: d(5) = 2-5%2+5 =55
:d(3)=2-32+3=21

55-21 34
= — = 17 meters/s
5-3 2
d(5)—d(3
Student 6: % = 17m/s

Student4: d(t) = 2-t2 +t

Student 4: d(5) =2-5%2+5 =55

Student4: d(3) =2-32+3 =21

55-21 34
Student 4: 3 .- 17 m/s
These utterances are almost identical to the utterances from the students

in category A. These students interpret symbols as algebraically operations
on real numbers, such as addition, division and squaring. After that they do
interpretations of what the calculations means.

Quotes from transcribed video material (Task a))
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Student 5: Within this interval it must be ... 17 meters per second.

Student 4: How do we interpret this... this ...

Student 5: I think that the interpretation is that this is the velocity ...
Student 4: Are we not supposed to say instantaneous... that is what is it...
rate of change velocity ... what is it called, the average rate of change
velocity ...

Written responses (Task b))

Student 5: d(8) = 2-82 4+ 8 = 136 meters
Student 6: d (8) =136 meters
Student 4: d(8) = 2-82 + 8 = 136 meters
Quotes from transcribed video material (Task b))
Student 5: ... 8 seconds ... just enter 8 seconds ...
Student 6: Where the tis ...
Student 4: Well 88 is 64, 64-2 is 128 plus 8, and equals 136 ...
Student 5: 128 + 8... yes... 136...

In task c) the students were asked to use a method for the calculation of
instantaneous velocity. The students do interpretations and give utterances
that mirror their concept images related to mathematical concepts.

Written responses (Task c))

Student 5: 136/8 =17 m/s
Student 6: §/, = 136/g = 17 m/s
Student 4: 136/8 =17m/s

These written utterances show how the students interpret the velocity
after 8 seconds, the instantaneous velocity, to be calculated as the average
velocity during the first 8 seconds. The utterance below shows Student 5’s
reasoning around this method.

Quotes from transcribed video material (Task c))

Student 5: What velocity has the subject after 8 seconds... it is 136 divided
by 8 ... 136 divided by 8 ... is this right? ... When writing what we knew
we should write that we divide the distance with the time ...

Category C, Least Developed Responses
Interpretations within this category is limitedly related to the second

mathematical world, the proceptual-symbolical world, Tall (2004).
Written responses (Task a))
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Student 7: d(5) = 2-5%2 + 5 =55
:d(3)=2-32+3=21
55—-21 34
e3 T 3 < 17 meters/s
The distance after 5 seconds is 55 meters and the distance after 3 seconds
is 21 meters. The result after subtraction and division is 17 meters.
Student 8: d(5) =2-52+5=55andd(3) =2-32+3 =21

55-21 _ 34

Student S:T == 17

I calculate the distance after 5 and after 3 seconds. Then I subtract and
divide and I get 17 meters.
Quotes from transcribed video material (Task a))
Student 7: I am working with the a) task, I am trying to figure it out... 5
times 5 is 25 correct... Hehe
Student 8 Oh no... We have to use some division algorithm.
Student 8: It will be 2... like this ... since it will be 34 at the top and then
here under ...
Student 7: 17...
Student 8: Yes, 17...
Student 7: I think it would be good to start with b) ...
Written responses (Task b))
Student 7: d(8) = 2 - 8% + 8 = 136 meters
Student 8: d(8) = 2 - 8% + 8 = 136 meters
Quotes from transcribed video material (Task b)):
Student 7: But if we enter 8 into the formula, do we add both or what?
Student 8: ... Yes... Yes, we have to add both of them. First you write
down this. And then you enter the eight.
Student 7 is not quite sure about what formula he should use to enter the
8 into. The question seems to have created some uncertainty:
Student 7: 8 is 48 yes?
Student 8: 64.
Student 7: ... 64...
Student 8: Why do you suggest 48...7
Student 7: ... Multiplication is not my strongest ability.
Student 7: 64-2 is ... 124 ...
Student 8: ... 128...
Student 7: ... 128 yes of course...
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Student 8: Write the unit here as well.
Student 8: Write 136 here...

Student 7 seems to have difficulties with basic procedures, for example
to calculate the value of the function in task b). In task c¢) are the students
asked to decide what velocity the subject will have after 8 seconds. The task
in intended to awake the student’s concept images related to derivatives.
But the task does not reveal what mathematical method the students should
use, instead the students must present and motivate their choice of method

Written responses (Task c))

Ad 136
Student 7: A= 8§ = 17 m/s

Ad 136
Student 8: E = T =17

Quotes from transcribed video material (Task c))
Student 8: So, this is the answer...the distance...there is the distance and
the time is written here. This is connected, I am quite sure.
Student 7: Now we must do division. I can’t do that either. Can you help
me?
Student 8: Write 136 here... and 8 here at the side and then a line... a line
under the 8... like this...
Student 7: A line here and then the 8...

After some few minutes’ discussion, the students arrive to:
Student 8: Now you should write 17 with unit as in 17 meters per
second...

Discussion
Category A

The students written utterances show how the students through a sequence
of arithmetical and algebraically operations calculate the value of the
difference quote. The students are interpreting the mathematical symbolism
which appears in the question a). The difference quote is treated by a
sequence of arithmetical operations (process) that yields an answer. Then
the students make the interpretation that they are dealing with average
velocity (concept), or as Student 1 express it: “average velocity over that
time”.
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Students utterances show example of a coherent mathematical
terminology from the proceptual-symbolical world, Gray et al. (1994),
when they are addressing “interval”, “average velocity” or as Student 3
express that “We have the value of d for t equal 5 ...”.

The students reasoning show how they handle the question of
substituting t in the function with 8. After that they perform mathematical
operations of different kinds that lead to an answer. This indicates a
developed concept image that enables them to interpret symbols in the
expression
d(5)—d(3)

both5 as a3 process and concept (Gray et al., 1994).

Student 3’s rephrasing of the task ¢) shows that he/she can differentiate
between average velocity and instantaneous velocity. After he/she has done
that, he/she suggests a possible solution to the problem, namely calculating
the derivative. Student 1, Student 2, and Student 3 seem to agree about the
interpretation that instantaneous velocity is linked to the derivative. Gray et
al. argue that: “We characterize proceptual thinking as the ability to
manipulate the symbolism flexibly as process or concept” (Gray et al.,
1994, p. 7). The utterances from these students implies that the symbol d’(t)
is interpreted both as a sequence of operations (process) and as rate of
change of velocity (concept).

In the group with Student 1, Student 2, and Student 3 the question
arouses associations to rules for derivatives. Student 1 spontaneously says
“4t” before he/she mentions the concept of derivative while Student 3
express that the “t becomes one”. We see that concept images which
connects to rules for derivation have been activated for these students
before they mentioned the concept derivative. Tall et al., 1981, call this an
evoked concept image.

Furthermore, the students show that they link a process (find the
derivative of a function) and concept (rate of change of velocity) which
according to Gray et al. (1994) is characterized as learning in the
proceptual-symbolic mathematical world.

The students select the method of calculating the derivative of the
function and then they calculate the derivative in that point after 8 seconds.
The students express themselves about derivative as a local property, see in
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for instance Student 1’s statement: “rate of change of velocity in exactly
that point”.

Category B

These students do not seem to have any major difficulties with calculation
of the difference quote which once again show that their concept images
linking together mathematical symbols and processes (Gray et al., 1994).
Student 5 do the interpretation “velocity”, while Student 4 go a step further
and express “the average rate of change”. Similar to student’s
interpretations in category A, these students’ express utterances that
indicate concept images that are linking together symbols and processes.

Nevertheless, Student 6 use the symbol for implication as an equal sign
in her answer, thereby indicating the difficulty to distinguish implication
from equation.

Student 5 & Student 4 expresses opinions that do not distinguish
instantaneous value and average value of velocity. It may depend on
“distance over time” as a dominating component in the concept image,
which is easy activated and evoked here. Hahkioniemi (2006) argues that
“distance-time functions may help them to activate their past experiences.”
(Hahkioniemi, 2006, p. 75). Student 5, Student 6, and Student 4 have been
introduced to derivative and its applications but the question c) do not seem
to evoke concept images to relate derivative to the instantaneous velocity.
The transition between average velocity and instantaneous velocity is
cognitively challenging.

Category C

Both Student 7 and Student 8 found it easy to determine the value of the
difference quote. They showed necessary knowledge about how to calculate
the difference quote to a given function. They are also using suitable unites.
But even if they can calculate the value, they are unsure about how to
interpret the meaning of the value. Student 7 even suggest that they should
start with b) to avoid answer the question. In Student 8’s response there are
indications of understanding of symbols as processes: “Just enter the eight”.
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Héhkoniemi’s model of Tall’s (2004) and Gray’s et al.’s (1994) theory
of the three mathematical worlds include the concept of difference quote as
a step in the learning the concept of derivatives in the proceptual-
symbolical world. When Student 7 and Student 8 calculates the value of the
difference quote in a) they are navigating in this world. The characterisation
of learning mathematical concepts in this world is the ability to interpret
mathematical symbolism both as a process and as a concept. The expression
d(5) can both be expressed as a process (the real number 5 is entered into
the expression and thereafter is the value of the difference and of the quote
calculated.), and also as a concept (the distinct value of a function with
respect to a given value for a variable in the definition set for the function).

Both Student 7 and Student 8 knows how the symbolical language in the
expression should be interpreted, their concept images of difference quote
are associated to an algorithm or to a sequence of operations. This clearly
fulfils one criterion for mathematical conceptual understanding in the
proceptual-conceptual world. Both Student 7 and Student 8 seem to lack the
part of concept images which could enable them to link symbols and
concepts, such as symbols in the difference quote and average value of
velocity.

Student 7 makes the interpretation that the distance function is a
“formula” that he can use to enter a value to calculate a new value. This
interpretation reflects Student 7’s concept image of a function. Vinner &
Dreyfus (1989) showed that students sometimes perceive a function as an
operation which calculates a new number from an input number or as a
formula in an algebraically expression.

The historical and psychological aspects make it hard to introduce
function related concepts in such a way that students enable a developed
understanding and thereby can transform the concept into other situations.
Sometimes concepts within mathematics are comprehended as symbolic
and not visual.

Student 7 and Student 8 do not differentiate average velocity and
instantaneous velocity in a specific way which possibly indicates that the
students are unable to interpret the expression
d(5) —d(3)

5-3 . . .
as average velocity during the time from three to five seconds.
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Conclusions

On a general level, we believe that when analysing student’s utterances in
this specific way, we also found a lot about how to teach future students.
One specific finding is that almost every group associated the object that
was moving into the concept of a car. It seemed as if the students became
more comfortable when thinking, and talking, about a moving car. On the
other hand, cars are probably seldom driven in a route that can be modelled
by a parabola. None of the students associated the symbolic representation
into a graphical representation (i. e. sketched a graph of the “car’s
displacement), even though this should have been quite easy for them from
a pure mathematical standpoint. From a cognitive standpoint, it is perhaps
challenging to do that transition. The students probably did not consider the
graphical representation as the easiest way, or perhaps they did not even
consider a graphical representation at all. On the other hand, these students
are so called specialist in the natural science program and they have years
of graphing and sketching behind them also in other subjects, such as for
instance physics.

If we look at Hahkioniemi’s (2006) model in Figure 1, we see that the
task could have directed the students towards the right part of the model
(Symbolic) while the graphical representation probably is evoked by the left
part (Embodied). The way we presented the situation for the students, that
way we perhaps guided them away from a graphical representation that
could have been of some value for them. These issues are important to have
knowledge about and to address in the teaching and learning process.

Students often seem to be able to calculate and to receive the correct
answer, yet some of the students in some cases do not know exactly what
the results are about. To make correct interpretations of mathematical
symbols as concepts seems to be a larger challenge for the students than to
interpret symbols as processes. The “rate of change” was the most dominant
interpretation of the derivative in this study. Another finding was that the
most developed responses used quantities as time, displacement, while the
least developed responses used units such as meters and seconds.

Learning of mathematical concepts is linked together with the
development of concept images. Relations between symbols and concepts
need to be strengthened and conceptual development could be in focus for
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teaching of mathematics. Learning is not a matter of replacing bad mini-
generalizations with good ones. Instead, it is partly a matter of tweaking
those mini-generalizations into a more articulate, unified, coherent
structure.
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Abstract

In this paper we study activities proposed by a Elementary Education (6 to 12 years
old) math textbook, this textbook belongs to one of the most used publishers in
Spain. We conducted a qualitative analysis of measurement activities proposed by
the textbook. The analysis is based on a hierarchy of mathematical tasks that allow
us to characterize the contents of measurement. Results show a predominance of
arithmetical tasks in the activities as they leave in a second term conceptual and
procedural aspects of measurement contents. The study proposes a method for
analyzing textbooks that can be extrapolated to analyze proposals from other
publishers or classroom materials.
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Resumen

En este articulo estudiamos la propuesta de enseflanza de la medida presente en los
libros de texto de matematicas de la etapa de Educacion Primaria (6-12 afios) de una
de las editoriales mas utilizadas en Espafia. Realizamos un analisis cualitativo de las
actividades de medida que estructuran la propuesta didactica del libro. El analisis se
basa en una jerarquizacion de tareas matematicas que nos permite caracterizar los
contenidos de medida que se trabajan. Los resultados muestran un predominio de
tareas de tipo aritmético en las actividades de medida que dejan en un segundo
término los aspectos conceptuales y procedimentales propios de este contenido. El
estudio propone un método para el andlisis de los libros de texto extrapolable para
analizar las propuestas de otras editoriales o materiales de aula.
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partir de las que se desarrolla la matematica. Su relevancia se pone de

manifiesto al observar que la esta presente en todas las culturas, ya
que permite comparar, ordenar, estimar o calcular, con un nivel de precision
adecuado a cada proposito, distintos tipos de magnitudes (Bishop, 1999). El
aprendizaje de los procesos de medida resulta complejo, porque envuelve
muchos conceptos fundamentales, como son la comprension de la idea de
atributo, la conservacion, la transitividad, la igualdad de particiones o la
iteracion de la unidad estandarizada. Estos elementos relacionados con la
medida también son necesarios durante el aprendizaje de otros contenidos
matematicos presentes en otras disciplinas del conocimiento, especialmente
en las ciencias experimentales donde se trabaja con valores numéricos
obtenidos al efectuar medidas (NCTM, 2000).

Centrandonos en el ambito de la Educacion Matematica, la medida es un
bloque de contenido de gran riqueza ya que se relaciona con contenidos de
otros conocimientos matematicos, como son la geometria, la aritmética, la
estadistica o la dependencia funcional. La medida, por su naturaleza, esta
vinculada a la resolucién de problemas y permite desarrollar habilidades y
destrezas entre las que se encuentran la creatividad y la habilidad de pensar
(Del Olmo, Moreno y Gil, 1989; Godino, 2004). Ademas, cuando se trabaja
la medida, se desarrollan el razonamiento y el pensamiento logico (Clements
y Sarama, 2009; Stephan y Clements, 2003).

Por el contrario, la forma en la que se trata la medida en las aulas de
Educacion Primaria no se enfoca, generalmente, a desarrollar los conceptos
y procedimientos adecuados para que los alumnos dominen los contenidos
de medida. En concreto Chamorro (2003) observa que el trato que recibe la
medida en las aulas ha sido substituido mayoritariamente por actividades del
dominio aritmético, en un fendmeno que denomina aritmetizacion de la
medida. De este modo, las magnitudes han sido reemplazadas por niumeros,
el concepto de area suele preceder al concepto de superficie y se trabaja el
producto “ancho por alto” antes de tratar la interiorizacion de las unidades de
medida, ya sea el metro o el centimetro cuadrado. Del mismo modo, el
conteo de unidades y el uso de instrumentos de medida se han convertido en
un aprendizaje memoristico carente de significado (Clements y Batista,
1992). Esta perspectiva se encuentra alejada de las necesidades del mundo
laboral y adulto donde, a diario, se realizan mediciones de diferentes tipos
(Cockeroft, 1982).

I a medida constituye una de las principales actividades humanas a
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En nuestra investigacion nos centramos en la perspectiva que toma libro de
texto de matematicas en la etapa de Educaciéon Primaria para enfocar el
tratamiento de la medida. El libro de texto como recurso educativo ha tenido
y tiene una implementacion y uso muy extendidos en las aulas de
matemadticas (Fan, 2013). El libro de texto juega un papel importante en el
aula debido a que la mayoria de los maestros utiliza este recurso la mayor
parte del tiempo (Azcarate y Serrado, 2006; Jones y Tarr, 2007; Nicol y
Crespo, 2006; Vincent y Stacey, 2008). Incluso en estos tiempos en los que
la digitalizacion de los contenidos ha llegado a las aulas y donde el impacto
de la tecnologia es un hecho evidente, el libro de texto todavia ocupa un
lugar central dentro de los recursos docentes preferidos por el profesorado
(Pepin, Gueudet y Trouche, 2013). Por tanto, parece claro que los libros de
texto han tenido y siguen teniendo una gran influencia sobre lo que se
ensefia en el aula de matematicas.

En este estudio' analizamos el tratamiento de los contenidos de medida en
un libro de texto de una editorial ampliamente utilizada en Espana a partir de
las actividades que propone y utilizando como herramienta de analisis la
jerarquizacion de tareas elaborada por Gairin, Muifioz y Oller (2012). Una
vez identificados los contenidos trabajados, se comparan los resultados con
la propuesta del curriculo oficial de la comunidad auténoma de Cataluiia con
la intencién de determinar el tipo de trabajo de medida promovido.

Marco Tedrico

En este apartado se recogen los aspectos tedricos que guian el estudio
presentado, asi como aquellos que permiten fundamentar el analisis
realizado.

El Paso del Curriculo Oficial al Libro de Texto

Alsina (2000) recoge cuatro tipos de curriculo que se desarrollan en
diferentes contextos educativos. Se denomina curriculo oficial al conjunto
de documentos oficiales propuestos por las autoridades educativas que
elaboran los programas de las diferentes materias, sefialando, entre otros,
los contenidos, objetivos y criterios de evaluacion. El curriculo oficial
permite a las instituciones educativas dirigir esfuerzos para la mejora de la



138 Mengual et al — La medida en el libro de texto

enseflanza de las matematicas (Giménez, Goii, Guerrero y Velazquez,
2000). EI curriculo potencial esta determinado en diversas publicaciones
docentes y materiales, entre ellos los libros de texto, y desarrolla el
curriculo oficial desde un punto de vista tanto tedrico como practico. En
tercer lugar, el curriculo impartido es el que desarrolla el profesor durante
su tarea docente en el aula y, en ltimo lugar, el curriculo aprendido es el
que finalmente adquiriere o aprende el alumnado. Torres (1991), identifico
las diferentes fases existentes entre la construccion del curriculo hasta su
desarrollo y uso en las aulas. En su clasificacion, el libro de texto se
encontraria dentro del curriculo interpretado por intermediarios y sirve de
nexo de unién entre la parte legislativa y la practica docente. Fan (2013)
considera el libro de texto como una variable intermedia en el contexto de
la educacion, que se ve afectada por unas variables independientes (factores
que afectan al desarrollo del libro de texto) y que, a su vez, influyen en
otras variables dependientes (factores afectados por los libros de texto).

El estado de la investigacion centrada en el libro de texto de matematicas
ha evolucionado considerablemente en las tres Gltimas décadas, recibiendo
una atencion creciente a nivel internacional en el ambito de la investigacion
en Educacion. Sin embargo, el estudio y analisis del libro de texto en el
ambito de la educacion matematica no esta tan desarrollado como en otros
campos u otras materias, pese a la relevancia manifiesta del libro de texto
de matematicas que viene dada por su alto nivel de uso en las aulas (Fan,
2013). A parte de las referencias citadas en la introduccion, el estudio
TIMMS (Mullis, Martin, Foy y Arora, 2012), que se centra en medir los
conocimientos de matemadticas y ciencia de los estudiantes de diez y
dieciséis afios en todo el mundo, recoge que la mayoria de los maestros de
matematicas utiliza el libro de texto como fuente principal escrita cuando
seleccionan los recursos para la ensefianza (Alajmi, 2012).

La Medida en el Libro de Texto

Desde la creacion de la escuela elemental como institucion, la medida
ocupa un papel importante dentro de la ensefanza de las matematicas
debido a sus maultiples aplicaciones tanto sociales como cientificas
(Chamorro, 1996; Segovia, Castro y Martinez, 1996). Sin embargo, no
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existe un acuerdo unanime sobre cudl es el proceso de ensefianza mas
adecuado para desarrollar el trabajo de la medida (Luelmo, 2001).

Dickson, Brown y Gibson (1991) sostienen que la escuela Piagetana se
basa en la comprension que el nifio tiene de la nociéon de nimero para
formar sobre ella las nociones de medida. Los estadios que distinguen para
el desarrollo de la comprension del concepto de medida son los siguientes:
1) ausencia de conservacion, 2) emergen la conservacion y la transitividad,
3) inicio de la conservacion operacional, 4) reiteracion de una unidad para
realizar la medicion, y 5) desarrollo final basado en traspasar las
propiedades de la medida a dimensiones superiores. Esta perspectiva inicial
se ha ido modificando en las ultimas décadas. Destacamos las aportaciones
de Chamorro y Belmonte (1988) que se enfocan en el desarrollo del
concepto de unidad de medida y la de Callis (2002) que se centra en
estudiar el desarrollo de la percepcion de la magnitud y los procesos de
estimacion. Por su parte, Lehrer (2003) se centra en las componentes de las
necesidades de estandarizacion de la unidad de medida y del desarrollo de
una escala de medida con un origen definido.

Recientemente, Szilagyi, Clements y Sarama (2013) han estudiado las
trayectorias de aprendizaje que permiten a los alumnos desarrollar los
conocimientos de medida requeridos centrandose en los aspectos
relacionados con la medida de longitudes. En su trabajo determinan las
siguientes fases: 1) reconocer una cantidad de longitud, 2) comparacion
directa de longitudes, 3) comparacion indirecta de longitudes, 4) ordenar
series de 1 a 6 unidades, 5) medir de extremo a extremo, 6) repeticion de la
unidad de longitud, 7) relaciéon de la unidad de medicion, y 8) uso de
instrumentos de medida de longitudes.

Pese a las diversas investigaciones desarrolladas, no existe un acuerdo
unanime sobre cual es el proceso de ensefianza mas adecuado para la
medida. Si bien en teoria el profesorado y los investigadores reconocen las
ventajas de determinados enfoques, las practicas del aula y los libros de
texto reflejan posturas muy diferentes. Si tomamos un libro de texto, tanto
de primaria como de secundaria, y observamos alguno de los temas de
medida encontraremos actividades que conllevan casi exclusivamente
calculos. Existe una escasez de actividades de composicion y
recomposicion de figuras, de medicion directa con unidades no
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convencionales, de estimacion, y mucho menos de problemas complejos e
interesantes que podrian aumentar la motivacion del alumnado.

En este contexto Chamorro (2001) pone de manifiesto el fenomeno de la
aritmetizacion de la medida en la ensefianza como el resultado de un
proceso de colonizacion de la medida por parte de la aritmética. De esta
forma, y tal como sefiala Chamorro (2001), los libros de texto, tanto de
primaria como de secundaria, incluyen casi exclusivamente calculos
aritméticos para las actividades presentadas en los temas de medida, y
existe una escasez de actividades tales como las de composicion y
recomposicion de figuras, de medicion directa con unidades convencionales
o no convencionales, de estimacion, y mucho menos de problemas®
complejos e interesantes que podrian incidir en la motivacion de los
alumnos. Durante la educacién primaria se aborda superficialmente la
definicion de unidades de medida para centrarse rapidamente en la
manipulacion numérica, donde prevalece el fenomeno descrito como
aritmetizacion de la medida (Luelmo, 2001). En esta situacion no es de
extrafar que, tal y como sefialan Chamorro y Belmonte (1988):

En la mayoria de los casos se identifica el aprendizaje de las
magnitudes y su medida con el conocimiento y dominio del
Sistema Métrico Decimal y se considera que ha alcanzado los
objetivos propuestos cuando el alumno efectia conversiones con
seguridad y rapidez. (p.40)

Por tanto, se puede afirmar que se da una clara sustitucion de saberes,
puesto que los problemas de medida se sustituyen por problemas
aritméticos, los procesos y actividades de medicion se sustituyen por el uso
de formulas y las conversiones de unidades ocupan mas de la mitad del
tiempo que se dedica en el aula a la medida (Chamorro, 2001). Por otro
lado, las actividades practicas que salgan del contexto proporcionado por el
papel, como pueden ser las mediciones o las estimaciones, son casi
inexistentes y se realizan con muchos obstaculos materiales y de gestion del
aula (Chamorro, 2003). En relacion con el estudio de la medida de
superficies, se continia sin utilizar actividades que conlleven el
pavimentado, inicamente se utilizan cuadriculas en contextos alejados de la
vida real, pues no se pide a los alumnos que midan la superficie de objetos
cotidianos o familiares (Chamorro, 2001).
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Jerarquizacion de Tareas Matematicas

En la literatura sobre Educacion Matematica aparecen numerosas
referencias relativas al conocimiento conceptual y el conocimiento
procedimental (Castro, Prat y Gorgorio, 2016). Los origenes de ambos
términos remiten al trabajo seminal de Hiebert y Lefevre (1986), que
definen el conocimiento conceptual como aquel que se caracteriza por la
riqueza de sus relaciones, como una red conectada de conocimiento, donde
cada una de estas relaciones es tan importante como cada parte separada de
informacién. Asimismo, una unidad de conocimiento conceptual no puede
ser una pieza aislada de informacion, sélo puede ser parte del conocimiento
conceptual si el individuo es capaz de reconocer sus relaciones con otras
partes de la informacion.

Por otro lado, estos autores (Hiebert y Lefevre, 1986) afirman que el
conocimiento procedimental es un conocimiento compuesto, por una parte,
por el lenguaje formal y las representaciones simboélicas de las matematicas
y, por otra, por los algoritmos o reglas, en el sentido de secuencia lineal de
instrucciones para completar las tareas matematicas. Desde el punto de
vista de nuestra investigacion resulta importante la consideracion de que, en
el sistema procedimental, los procedimientos estdn jerdrquicamente
dispuestos de forma que algunos procedimientos estan incrustados en otro
como sub-procedimiento (Hiebert y Lefevre, 1986).

Con el proposito de elaborar un mecanismo consistente de calificacion de
los exadmenes de matematicas de las PAU (Pruebas de Acceso a la
Universidad), Gairin, Mufioz y Oller (2012) proponen una jerarquizacion de
las tareas necesarias para la resolucion de una actividad matemadtica dada.
Esta jerarquizacion divide las tareas matematicas necesarias que conforman
una actividad dada en las siguientes tres categorias:

A. Tareas Principales: tareas que claramente constituyen el objetivo
principal de la actividad.

B1. Tareas auxiliares especificas: Tareas que juegan un papel
instrumental para alcanzar la solucion de un problema o ejercicio en
el que aparecen tareas principales sobre contenidos especificos.



142 Mengual et al — La medida en el libro de texto

B2. Tareas auxiliares generales: Tareas matematicas que ha realizado
el alumno a lo largo de su formacion matematica anterior.

En este estudio utilizamos esta jerarquizacion de tareas propuesta por
Gairin, Mufioz y Oller (2012) durante el analisis de las actividades de
medida de un libro de texto de Educacion Primaria para clasificar los
distintos tipos de tareas que aparecen en la resolucion de dichas actividades.
Esta jerarquizacion es la que nos permite obtener el nivel de detalle
adecuado en la caracterizacion de las actividades de media para identificar
los conceptos y procedimientos propios de la medida promovidos por el
libro de texto analizado para promover el aprendizaje de la medida.

Objetivos

Ante la situacién expuesta en las secciones anteriores, nuestro interés se
centra estudiar la forma en la que el libro de texto de matematicas de
Educacién Primaria trata las actividades de medida en su propuesta
didactica. Dado que el libro de texto es el principal referente de contenidos
en un gran numero de aulas de matematicas, nuestro estudio va encaminado
a determinar el tipo de propuesta didactica que hace el libro de texto para
cubrir los contenidos y objetivos de la etapa determinados por los curriculos
oficiales.

Por todo ello, el propdsito de nuestra investigacion es determinar el
enfoque predominante en el tratamiento de la medida en el libro de texto.
Este proposito nos lleva a definir los siguientes objetivos de la
investigacion:

1. Caracterizar las actividades de medida del libro de texto a partir del
analisis de tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares
generales.

2. Cuantificar la incidencia del fendmeno de la aritmetizacion de la
medida en el libro analizado.

Metodologia
En este estudio realizamos una investigacion cualitativa desde una

perspectiva interpretativa del contenido de un libro de texto desde la
perspectiva del conocimiento matematico necesario, tanto a alumnos como
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maestros, para resolverlas. Es un estudio de caso, en el sentido que sefialan
Stake (1998) y Bisquerra (2004), que abarca la complejidad de los libros de
texto de Educacion Primaria propuestos por una de las editoriales mas
ampliamente utilizadas en Catalufia y Espafia. En nuestro estudio hacemos
un andlisis sistemdtico y en profundidad de una unica editorial de libros de
texto (Stake, 1998), para comprender el conocimiento matematico del
bloque de medida que se trabaja en el aula partiendo del supuesto que el
libro de texto es el material de apoyo mas demandado por los profesores. El
estudio de caso nos permite desarrollar un analisis profundo que puede dar
lugar a una metodologia extrapolable a otro objeto de estudio analogo.
Escogemos como dato para el analisis los libros de texto de la materia de
matemadticas de la editorial Vicens Vives para toda la etapa de Educacion
Primaria, por ser una de las editoriales mas vendidas en Catalufia y en
Espafia (MEC, 2013) puesto que estos libros tienen un alto nivel de
aceptacion entre el profesorado. El curriculo que siguen los libros de Vicens
Vives analizados es el recogido en el Decreto 142/2007, de 26 de junio, que
establece la ordenacion de la ensefianza en la etapa de Educacion Primaria
en Catalufia. En este curriculo los contenidos del bloque de medida se
dividen en la comprension de las magnitudes medibles, de las unidades y
del proceso de medir, y en la aplicacién de las técnicas e instrumentos
adecuados para medir.
En nuestro estudio analizamos todas aquellas actividades que se relacionan
con los conocimientos propios de la medida que aparecen en los libros de
texto de Vicens Vives a lo largo de los seis cursos de los que consta la
etapa. En total se han analizado 1912 actividades: 1002 pertenecen al ciclo
superior, 766 son del ciclo medio y 144 del ciclo inicial.

Descripcion del Proceso de Analisis Desarrollado

En este apartado detallamos una ejemplificacion del andlisis realizado que
pretende ilustrar como se han analizado las actividades presentes en los
libros de texto. Para efectuar el analisis nos valemos de la aportacion
teodrica propuesta por Gairin, Mufioz y Oller (2012), que nos sirve de guia
para describir y clasificar las diferentes tareas necesarias para desarrollar la
resolucion de cada actividad de medida.
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Nuestro primer paso fue resolver todas y cada una de las 1912
actividades identificando los pasos necesarios para llegar a la solucion de
las mismas y poder, a partir de ello, establecer a posteriori los diferentes
tipos de tareas. Una vez establecidas las distintas tareas presentes en cada
actividad, nuestro segundo paso consistid en establecer grupos de
actividades a partir de la tarea principal identificada en cada caso. A partir
de este punto, para cada tipo de tarea principal determinamos el
conocimiento tanto conceptual como procedimental que se pone en juego
para llevarla a cabo.

El ejemplo seleccionado para ilustrar este proceso de analisis es una
actividad que pertenece al libro de 6° de primaria y que se muestra en la
Figura 1. Esta actividad solicita al alumno que pase una cantidad de medida
de una expresion compleja a una incompleja, siendo esta la tarea principal
de la actividad.

3. Copia i completa aquestes equivaléncies:
a)8dam5m-=...m
b)12hm 50 m = ... km
c)2km500m = ... hm

Figura 1. Actividad de 6° de primaria propuesta por el libro de texto.

Para resolver esta actividad, el alumno debe combinar y coordinar
diversos conceptos y procedimientos trabajados anteriormente en otras
actividades propuestas por el libro de texto. Para pasar de una expresion
compleja a incompleja es necesario cambiar de unidades para dejar las
diferentes unidades que aparecen en la misma unidad para poder después
sumarlas. El cambio de unidades requerido puede considerarse ahora una
tarea auxiliar, mientras que en 4° de Primaria constituia una tarea principal,
como se puede ver en la actividad mostrada en la Figura 2.

4. Copia i completa al teu quadern:

4m=..cm Scm=...mm
2m=..dm 3m=..mm
6m=..cm 7cm=..mm
Sm=..dm 3cm=..mm

8m=..cm 9m=..dm
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Figura 2. Actividad de cambio de unidades de 4° de primaria.

Las Figuras 3 y 4 muestran los dos caminos posibles que los alumnos
pueden utilizar para resolver esta actividad: ya sea mediante una operacion
(Figura 3) o atendiendo al valor posicional de las decenas, centenas,
unidades, etc. (Figura 4).

x 1.000 Un metre equival a:

m dm cm mm

Fm == 1P

1
metre dec metre centimetre mil-limetre
(m) (dm) (cm) (mm) 1 0 O
1

0 0 0
Figura 3. Actividad de cambio de Figura 4. Actividad de cambio
unidades a partir de operaciones de unidades a partir de valor
posicional

Para que los alumnos puedan realizar un cambio de unidades a partir de
una operacion deben ser capaces de multiplicar o dividir la cantidad de
medida por la equivalencia correspondiente. Ademas, en el caso del paso de
una expresion compleja a incompleja el alumno debe ser capaz de sumar
varios numeros. Las Figuras 5, 6 y 7 ponen de manifiesto que los alumnos
se enfrentan a este tipo de tareas desde el ciclo inicial,

12. Suma portant-ne. 3. Muttiplica. 3. Dibuixa i completa la divisi6.

i Resolucié grafica de les divisions.
Algorisme de la suma. Agrupar 10 unitats. 4 g
x8= .. 4x3=

® Reparteix 12 bales en 3 parts.

6x5=_.. 8x2=_.
7x3=_.. 5x3=_..
......... 12:3= ..
Figura 5. Suma de dos Figura 6. Figura 7. Division de
niimeros de 1° de Multiplicacion de dos  dos ntimeros de 2° de
primaria ntmeros de 2° de primaria

primaria
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Ahora bien, si el alumno decide utilizar el cambio de unidades
atendiendo al valor posicional debe valerse de otros dominios aritméticos y
saber identificar en un niimero natural o decimal el valor posicional de sus
digitos (unidades, decenas, centenas, etc.), actividades a las que se
enfrentan desde el ciclo inicial, como se muestra la Figura 8. La Figura 9
muestra un ejemplo de esta tipologia de actividades en el ciclo superior.

A partir de la jerarquizacién de tareas propuesta por Gairin, Mufioz y
Oller (2012), identificamos las tareas principales, auxiliares especificas y
auxiliares generales necesarias para resolver todas y cada una de las
actividades de medida presentes en el libro de texto analizado, lo que nos
permite elaborar un esquema de tareas para cada una de ellas.

16. Escriu el nombre i completa. 1. Copia al quadern una taula de numeracio:
Dictat de nombres de tres xifres CNEED
cent noranta-dos —» DDDDDD
; ek o TR ooao=
+o0+ 2=

a) A la taula, escriu-hi els nombres deci-
mals segiients:

cent seixanta-nou —» 7,05 14,70 5,012
entena, desenes, unitats 312,6 18,020 0,500
1,008 1,250 140,3
+ + .=
Figura 8. Suma de dos numeros de Figura 9. Multiplicacion de
1° de primaria dos nimeros de 5° de primaria

La Figura 10 muestra el esquema de caracterizacion de tareas necesario
para resolver la actividad presentada de la Figura 1. Este esquema se lee de
izquierda a derecha y describe un posible procedimiento para la realizacion
de la actividad que incluye las diferentes tareas para dar solucién al mismo,
caracterizandolas como tareas principales, tareas auxiliares especificas y
tareas auxiliares generales. Los pasos que se describen dentro del recuadro
indican conocimiento el procedimental involucrado, mientras que fuera de
este marco colocamos el conocimiento conceptual necesario. El esquema
generado para la actividad de la Figura 1 resulta valido para todas aquellas
actividades que requieren el paso de una expresion compleja a incompleja.
Este esquema permite establecer la caracterizacion de las diferentes
tareas necesarias para resolver la actividad. En concreto, la tarea principal
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de esta actividad y, por tanto, el objetivo de la misma, es el paso de una
expresion compleja a incompleja. La tarea auxiliar especifica es el cambio
de unidades y la tarea auxiliar general es una actividad de tipo aritmético.
Ambas tareas tienen asociado tanto conocimiento conceptual como
procedimental. Para resolver el paso de una expresion compleja a
incompleja es necesario conocer las unidades para medir una magnitud, la
relacion entre las unidades y cudl es esa relacion, la idea de cambio de base,
el procedimiento de cambio de unidad, conocer el algoritmo de la suma,
multiplicacion y division; conocer el sistema decimal y es, por tanto, el
conocimiento conceptual.

N
- | - |
K Conocer relacion entre las Conocer procedimiento de 1} Conacer el algoritmo de " Conocer el
! Conocerel unidades cambio de unidad IF la division 1T sistema decimal
1 procedimiento de N a\ e Conten
Centenas,
1 pasarde forma S ~1 detenas
| complejaa Cual es esa relacion. Idea de Conocer el algoritmo dela : Conocer el algoritmo de ! ' unidades, " |
i incompleja cambio de hase sumaen base decimal | i lamuiplcaciin {1, unidadesetc
- e - ! SEmmmsmee———
TP. Pasar de forma compleja a incompleja
[ Pasar de una unidad compleja a incompleja mediante operacion ‘ | Pasar de una unidad compleja aincompleja mediante atendiendo al valor posicional |
Pasar las unidades que aparecen en la expresion compleja a la unidad
que piden en la formaincompleja o a la unidad mas pequeiia y sumar TAE. Cambio de unidades
todaslas cantidades en la misma unidad
Elaborar tabla con todas las unidades de medida para esa magnitud en la primera

A4

fila y de forma ordenada, de mayor a menor.
T

TAE. Cambio de unidades Escribir cantidades en la tabla atendiendo a la ltima cifra de la parte entera que es
launidad en la que esta expresada la medida.
Sipasamos de una unidad sipasamos de una unidad
multiplicar por la multiplicar por la
equivalencia correspondiente [ | equivalencia correspondiente | Nos fijamos en la unidad que queremos y escribimos el niimero correspondiente J

¥ o ———

Sidetras de la Sidetrds de launidad a Sila casilla de las
TAG. Operaciones TAG. Operaciones coma queda algin laque pasamos la unidades esta vacia,
o . o . 0sin ningtin expresion siguen rellenar con 0 desde
Aritméticas Basicas Aritméticas Basicas niimera detras, habiendoniimeros latiltima cifrahasta
- quitarlos poner coma llegar a ella
| Sumar y multiplicar I I Sumary dividir |

| | |

TAG. Aritméticas

I Identificar las centenas, decenas, unidades, etc. |

(. )
Figura 10. Esquema de caracterizacion de las actividades que requieren el paso de
una expresion compleja a una incompleja

Este analisis se realiza para todas las actividades de medida de los libros
de texto analizados y nos soportamos en el programa informatico NVivo9
para codificar cada actividad con su correspondiente esquema de
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caracterizacion. Este tipo de software ha sido ampliamente utilizado en el
analisis cualitativo y permite extraer categorias de analisis a partir de los
datos estudiados (Garcia-Horta y Guerra-Ramos, 2009). La codificacion
elaborada durante el analisis nos permite generar los resultados que
mostramos a continuacion.

Resultados

A continuacion, presentamos resultados obtenidos a partir del analisis de las
tareas matematicas promovidas en las actividades de medida de los libros
de texto escogidos. Ofrecemos una clasificacion de las tareas principales
identificadas y los resultados referentes a su presencia en el libro de texto.

Clasificacion de Actividades por su Tarea Principal

En esta seccion presentamos los resultados de la categorizacion de las
diferentes tareas principales que se tratan en los libros de texto analizados.
Entendemos que esta caracterizacion es un primer tipo de resultados en el
sentido que nos permite determinar el tipo de trabajo matematico que
conforma el curriculo potencial propuesto por el libro de texto. Agrupamos
las tareas principales identificadas en bloques de contenido que hemos
extraido del curriculo oficial y sefialamos en la Tabla 1 los ciclos donde se
abordan estos bloques para poder compararlo al final con el curriculo
potencial.

Tabla 1
Blogues de contenido extraidos a partir del curriculo

. Etapa
Contenido Inicial Media Superior
Magnitudes y seleccion de X X X
unidad
Comparacién y ordenacion X X X
de medidas

Medir X X X
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Leer y escribir medidas

Cambio de unidades
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(equivalencia, multiplos y

submultiplos)
Medidas Geométricas
Estimacion

Escalas

X X X
X X
X X
X X X
X X

En la Tabla 2 recogemos un listado exhaustivo de las tareas principales
identificadas agrupadas en bloques de contenido de acuerdo con la tabla
anterior, junto con un ejemplo de cada una de ellas, para que ilustrar el
significado atribuido a cada bloque.

Tabla 2

Listado de tareas principales identificadas en el andlisis agrupadas por

bloques de contenido

Bloque de Tareas .
. L Ejemplo
contenido principales
MU Magnitudesy  Identificar EED Estima la longitud que correspon a cada
objecte:

seleccion de
unidad.

magnitudes y

medidas en un

texto.
Elegir la unidad
o medida mas r
apropiada.
v
2dm
6cm Wﬁ 8 dm
60cm | i

Figura 11. Actividad de 3° de EP
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CO Comparacion  Ordenar 2. Ordena les capacitats seguents de¢
y ordenacion  diferentes gran a més petita:
de medidas medidas a) 25 m( 45cl 03¢ 6!
Comparar b) 51 dal 2,5hl 13 0 0,
diferentes Figura 12. Actividad de 5° de EP
medidas
(continued)

Tabla 2

Listado de tareas principales identificadas en el andlisis agrupadas por
bloques de contenido (continued)

MED  Medir Medir, estimacion g e e o
del error en una la G "
medida, y dibujar una centimees
medida con el T —
instrumento e T B ol
adecuado. SSrHmeges
e
santimenes centimetres
Figura 13. Actividad de 1° de
EP
EX Leer y Leer medida de un 3. Quin pes indica la balanga?
escribir instrumento. l: \ :J er o J
medidas. Interpretacion de 2 kg - kg
husos horarios. Figura 14. Actividad de 2° de
EP
CuUO Cambio de Proceso de cambio 1. Completa les igualtats seglents:
50cl=...L 4dl=..cl
unidades y de unidades. o50mie .. ol 15 Lo dl
operaciones Relacionar 5f=..mf 50dl=... [

expresiones en dis-
tintas unidades.
Cambiar la expre-

sion una medida de

Figura 15. Actividad de 6° de
EP
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forma compleja a
incompleja y de
forma incompleja a
compleja.

Suma y resta de
expresiones com-

plejas de tiempo.

Tabla 2

(continued)

Listado de tareas principales identificadas en el andlisis agrupadas por
bloques de contenido (continued)

MMG  Medidas

21. Calcula la superficie i el perimetre de
cada figura:

Célculo por recuento

4 cm —

Geométricas de elementos
concepto de unidad T i
E
de medida. - ? i
: 5
Célculo a partir de l - [as
una medicion. |
Céleulo por Figura 16. Actividad de 4° de
aplicacion de una EP
formula.
. . . 12. Esti la | itud dels t i AiB
EST Estimar Estimar una medida. Prireiabe o
e
———— b, 2 cm
A
— -
Figura 17. Actividad de 5° de
EP
. . 2.la ta d' t 'ha construit a
ESC Proporciones  Uso de proporciones e
y Escalas y escalas entre La magqueta fa 10,5 cm de llargada.

S Pregunta: . ...
valores numéricos de
Operacions:

10,5 % 43 = 451,5

451,5:100 = 4,515

medidas.

REBOIAES . oo soxerannsmasssossisssdasinivssosmsss
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Figura 18. Actividad de 6° de
EP

22. En una ferreteria tenen un cabdell de

PCM Problemas Sumar, restar (de s e Bimatias de Iiada,
contextualiza forma directa o Si en venen 20 decimetres, quants metres
de corda queden?
dos en la calculando un
medida sumando para que se
cumpla una S
igualdad), Figura 19. Actividad de 3° de
multiplicar, dividir y EP
(continued)
Tabla 2

Listado de tareas principales identificadas en el andlisis agrupadas por
bloques de contenido (continued)

comprobar el
resultado de
operaciones.
Redondear. Escribir
una fraccién mixta
como un nimero
decimal. Elegir
objetos cuya suma
sea una medida
establecida.

4. La balanga esta equilibrada. Indica el valor
de les peses blanques. Justifica la resposta.

al algebra con la introduccion o =z
de procedimientos —f—
algebraicos.

Figura 20. Actividad de 4° de
EP

OTRAS Introduccion Tareas relacionadas

A partir de lo mostrado en tabla, observando los contenidos concretos de
medida cubiertos, notamos importantes ausencias: el uso de unidades no
estandares para medir, la eleccion de instrumentos de medida adecuados, el
trabajo dirigido a mostrar la naturaleza de la medida como una
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aproximacion, y la anticipaciéon e interpretacion del error. También
debemos destacar la ausencia de actividades que promuevan que los
alumnos lean informacion de tablas y escalas de medida como las utilizadas
en la vida cotidiana.

Frecuencias por Tipologias de Tarea Principal

Presentamos en este apartado los resultados de frecuencia relativa de las
tareas principales identificadas en las actividades de medida para poder
mostrar poder caracterizar los libros de texto analizados desde la
perspectiva de su propuesta para la ensefanza de la medida. Para
simplificar la presentacion de los datos, agrupamos las diferentes tareas en
los bloques de contenido presentados en la Tabla 1. En concreto, la Tabla 3
y la Figura 21 muestran las frecuencias relativas de los bloques de
contenidos de las tareas principales identificadas en las actividades de
medida del libro de texto separadas por ciclo.

Los resultados mostrados evidencian un tratamiento desigual de los
diferentes procesos y conceptos asociados a los contenidos de medida. En
concreto, podemos observar que la identificacion de magnitudes y la
eleccion de unidades, que podemos entender como uno de los aspectos
clave para la fundamentacion de la medida, tiene una presencia escasa y
que disminuye progresivamente durante la etapa de Educacion Primaria.

Tabla 3
Frecuencia de actividades de cada bloque por ciclos.

Inicial Medio Superior
CoO 22,78% 11,98% 3,63%
CuUO 2,53% 27,88% 35,88%
ESC 5,06% 4,38% 4,01%
EST 2,53% 1,38% 0,38%
EX 6,33% 3,23% 2,10%
MED 40,51% 12,21% 6,68%
MMG 8,86% 8,76% 21,18%

MU 11,39% 3,92% 1,53%
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PCM 0,00% 25,35% 21,95%
Otros 0,00% 0,92% 2,67%

Las actividades de este bloque tienen un mayor tratamiento en el ciclo
inicial, en el que representa un 11,39% de las tareas principales, y
disminuye en los ciclos posteriores ocupando so6lo un 3,92% de las tareas
principales en el ciclo medio y un 1,53% de las tareas en el ciclo superior.

Es destacable la practica ausencia de actividades que traten y promuevan
la estimacién de medida, que aparece en la literatura como un aspecto clave
para la interiorizacion del concepto de unidad de medida (Clements y
Sarama, 2009). La frecuencia para cada uno de los ciclos de actividades de
estimacion de medida es del 2,53% en el ciclo inicial, 1,38% en el ciclo
medio y del 0,38% en el ciclo superior.

50,00%
40,00%
30,00%
20.00% mINICIAL
10,00% By MEDIO
0,00% -
= SUPERIOR
o 0 A G O O o
C e« %“\@@qbo«@

Figura 21. Porcentajes de las tareas principales de medida identificadas agrupadas
por bloques de medida y separadas por ciclo.

Por el contrario, la propuesta del libro de texto para el aprendizaje de la
medida parece basarse en aspectos como la comparacion y ordenacion de
medidas y en aspectos instrumentales como el cambio de unidades. La
frecuencia de aparicion de las actividades de cambio de medidas es del
2,53% en el ciclo inicial, 27,88% en el ciclo medio y del 35,88% en el ciclo
superior. Los procesos de medicion directa tienen una alta incidencia en el
primer ciclo, pero su presencia disminuye en los ciclos medio y superior. El
porcentaje de incidencia de las tareas principales de este bloque varia del
40,51% en el ciclo inicial al 12,21% en el ciclo medio y al 6,68% en el
ciclo superior. En las dos ultimas etapas se observa una alta presencia de



REDIMAT 6(2) 155

actividades de medida contextualizadas en forma de problema para los
alumnos, pero si observamos en detalle la forma de estas actividades
podemos observar que el tipo de trabajo matematico promovido va en la
linea del trabajo aritmético.

Observamos que algunos de los bloques de contenidos con mayor
presencia en los libros analizados son los que presentan los indices mas
altos de actividades de medida que han sido aritmetizadas, como serian las
relacionadas con los cambios de unidades o los problemas contextualizados.
Ahora bien, dentro de los diferentes bloques de medida encontramos
actividades cuya donde prima el dominio de conceptos y procedimientos
aritméticos. Nos hemos centrado en los bloques de medida de magnitudes
geométricas (MMG) y en el bloque de comparacion y ordenacion (CO).

En el bloque de medidas con contenido geométrico (MMG), la medida
indirecta de figuras geométricas resulta un ejemplo claro de actividades que
han sido aritmetizadas, dado que los procedimientos requeridos para
resolver estas actividades son exclusivamente aritméticos. Aunque la
medida indirecta es un tipo importante de actividades a considerar,
observamos que el libro de texto les brinda un peso superior al asignado por
el curriculo, como muestra la Tabla 4.

Tabla 4

Porcentaje de actividades de medida indirecta en el bloqgue MMG
C. Inicial C. Medio C. Superior

0% 85,42% 62,86%

De esta forma, un 7,48% de las actividades del ciclo medio y un 13,31%
de las actividades del ciclo superior se basan en la aplicacion directa de una
formula.

En el bloque de cambio y ordenacion (CO) se experimenta una evolucion
que comienza con el tratamiento geométrico o perceptivo de comparacion
de medidas y finaliza con un tratamiento numérico. Esta evolucion del paso
del tratamiento geométrico al numérico lo recogemos en la Tabla 5, donde
mostramos el porcentaje de actividades de comparacion de medidas basadas
en un enfoque puramente numérico en cada ciclo:
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Tabla 5

Porcentaje de actividades con un tratamiento numérico en el bloque CO
C. Inicial C. Medio C. Superior

0% 62,5% 100%

Podemos extender este analisis a otros de los bloques de contenidos de
medida que han sido aritmetizados, como son los bloques de CUO, MMG y
CUO. La tabla 6 recoge los porcentajes de actividades para cada uno de
estos bloques en cada ciclo. Dado que una parte de las actividades han sido
categorizadas como actividades aritmetizadas, mostramos también el
porcentaje que estas ocupan sobre el total de actividades de cada ciclo.

Observamos una evolucion del tratamiento propuesto de la medida en el
libro de texto analizado en la que se incrementa progresiva y notablemente
el porcentaje de actividades aritmetizadas hasta llegar al el 73,77% en el
ciclo superior. En este sentido, el salto mas grande se produce del ciclo
inicial al ciclo medio donde pasamos de tener un porcentaje muy bajo de
actividades aritmetizadas, que suponen el 2,35% del total en el ciclo inicial,
al ciclo medio en el que la cantidad de actividades de medida tratadas desde
la perspectiva numérica y aritmética representa una proporcion superior a
dos terceras partes.

Tabla 6
Porcentaje de actividades aritmetizadas en cada ciclo por bloques
C. INICIAL C. MEDIO C. SUPERIOR
% sobre % de las % sobre % de las % sobre % de las
el total aritmeti- el total aritmeti- el total aritmeti-
zadas zadas zadas
sobre el sobre el sobre el
total total total
CO 22,78% 0,00% 11,98% 7,49% 3,63% 3,63%
CUO 2,35% 2,53%  27,88%  27.88%  35,88%  35.88%
MMG 8,86% 0,00% 8,76% 7,48% 21,18% 13,31%
PCM 0,00% 0,00% 25,35% 25,35% 21,95% 21,95%
Total 33,99% 2,53% 73,97% 68,20% 82,64% 73,77%

Tomando el conjunto de libros como un todo, si consideramos los datos
totales incluyendo todas las actividades de medida de los libros de texto
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para toda la etapa, nos encontramos que el 66,01% de las actividades estan
aritmetizadas

Conclusiones

El estudio realizado nos permite corroborar la afirmacion de Chamorro
(2001) sobre la aritmetizacion de la medida en los libros de texto, pero
ademas nos permite cuantificar este fendomeno. Aunque hayamos
identificado actividades en las que se propone que los alumnos trabajen la
medida desde la perspectiva conceptual o procedimental, hemos
corroborado que el libro de texto no presenta una propuesta orientada a que
los alumnos realicen una descripcion oral, grafica o escrita de la medida de
las distintas magnitudes ni a que contrasten y analicen diversas estrategias
de medida, a pesar de que son contenidos que forman parte del nucleo del
trabajo de medida en el curriculo oficial para toda la etapa de Educacion
Primaria. Asimismo, las mediciones directas se realizan exclusivamente
dentro de las magnitudes de longitud y area, por lo que no es de extrafar
que, tal y como sefiala Balbuena (2002), los instrumentos de medicion y su
uso no tengan una presencia relevante en las aulas. Al mismo tiempo, un
aspecto clave para entender la naturaleza aproximativa de la medida, como
es la anticipacion e interpretacion del error de una medida, apenas aparece
entre las tareas analizadas y, en la mayoria de los casos, se hace
exclusivamente desde la perspectiva de la interpretacion del error obtenido.
Dado que el error en la medida es inherente al proceso de medicion,
podemos intuir que la accion de medir se presenta de forma irreal. Este
tratamiento presenta una forma sesgada e incompleta de la medida, ya que
proporciona la falsa creencia de que los procesos de medida siempre son
exactos.

Detectamos dos grandes ausencias en la propuesta del libro de texto: la
construccion de los conceptos de magnitud y de unidad de medida y el uso
de la estimacion de medidas en el aula. Los resultados de nuestro estudio
confirman que el trato que ofrece el libro de texto al trabajo de medida esta
orientado hacia un trabajo aritmético, con lo que se produce una
desnaturalizacion de los objetivos de medida a trabajar.

Entendemos que la eleccion de las actividades presentes en el libro de
texto analizado tiene como finalidad apoyar el trabajo individual en el aula,
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sobre el soporte del papel, con lo que dificilmente pueden trabajarse de
igual forma todos los contenidos de medida especificados en el curriculo.
Ademas, hemos observado una evolucion en el tratamiento de la medida
promoviendo inicialmente un trabajo mas manipulativo y practico para
acabar siendo en su mayoria numérico. Asi, en el ciclo inicial todavia se
trabaja en el dominio de lo experimental y lo practico, siguiendo las
tendencias actuales en Educacion Infantil, pero en los ciclos siguientes, se
tiende a un trabajo aritmético, realizado integramente sobre papel y mas
cercano a la concepcion de lo que sera la etapa de Educacion Secundaria.

En referencia a los contenidos de medida, el libro de texto podria
centrarse en tratar aspectos dirigidos a su comprension conceptual,
proponiendo actividades relacionadas con la diferenciacion de magnitudes o
la elaboracion y eleccion de unidades de medida, presentando la medida
como un proceso de aproximacion. Otra opcion seria presentar la medida
desde el punto de vista procedimental, promoviendo el trabajo practico e
incidiendo en aspectos como el tratamiento del error, procesos de medicion
directa e indirecta, uso de instrumentos, etc. En cambio, observamos que la
presencia de actividades que muestran contenidos de medida en los que el
trabajo promovido se sustenta en procesos aritméticos es muy alta. De esta
forma, interpretamos que el estilo de presentacion de la medida por el libro
de texto es el aritmético, incidiendo de una forma menor en las opciones
conceptual y procedimental.

Dada la importancia contrastada del libro de texto como recurso en las
aulas (Pepin, Gueudet y Trouche, 2013), la forma en la que este presenta los
contenidos de medida es muy influyente en el tipo de actividades que
acabaran desarrollando los alumnos. Entendemos que los maestros son los
encargados de elegir tanto el libro de texto utilizado en sus cursos, como las
actividades concretas a desarrollar. Esto nos llevaria a pensar que la
propuesta del libro de texto analizado, dada su popularidad, es un reflejo del
trabajo en las aulas y del conocimiento didactico de la medida que poseen
los maestros. En este sentido, interpretando los resultados obtenidos en
estudio desde la perspectiva del desarrollo profesional del profesor y del
conjunto de conocimientos requeridos para la ensefianza de las
matematicas, es necesario relacionar el tratamiento de la medida en los
libros de texto con el trabajo desarrollado en realidad en las aulas asi como
plantear la necesidad de introducir el tratamiento de la medida desde alguna
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de las perspectivas teoricas introducidas en el marco tedrico para que el
profesorado pueda complementar debidamente el uso del libro de texto en
las aulas. En esta direccion, el trabajo aqui presentado aporta directrices
claras para definir los conocimientos de medida y de didactica de la medida
que vertebran el conocimiento matematico necesario para construir el
Conocimiento Matematico Fundamental para la ensefianza de Ias
matematicas (Castro, Mengual, Prat, Albarracin, y Gorgori6, 2014).

A partir de los resultados obtenidos en este trabajo, constatamos que la
herramienta de analisis desarrollada permite una descripcion de gran detalle
de las actividades presentadas en el libro de texto. De esta forma, el estudio
desarrollado podria extenderse a las propuestas de otras editoriales e incluso
a otros tipos de materiales, como los que elaboran los maestros en los
centros en los que el libro de texto no es la referencia principal. De la
misma forma, consideramos que el presente estudio puede complementarse
con el analisis de la evolucion de los conceptos de medida durante la etapa
de Educacion Primaria presentes en las diferentes propuestas didacticas
para analizar si se adecua a las propuestas de aprendizajes de medida
marcados en el curriculo.

Notas

' El presente trabajo amplia el estudio presentado en Mengual, E., Gorgorid, N. Y
Albarracin, L. (2016). Las actividades de medida en el libro de texto: Un estudio de caso.
Investigacion en Educacion Matematica XX (pp. 345-354). Malaga, SEIEM.

2 En este estudio nos referimos al término actividad de forma genérica, para denotar tanto a
los ejercicios como a los problemas propuestos.
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Abstract

The introduction of early algebra in the school curriculum is a topic that was
proposed two decades ago as a result of manifold investigations. Such introduction
faces many obstacles; one of them refers to both the type of tasks and characteristics
that should be introduced gradually and systematically. This paper contrasts the
algebra levels proposed in a research to the algebraic characteristics found in a
collection of primary mathematics books. The results point that the algebra levels
are appropriate to assign algebraic characteristics to the mathematic tasks, and that
they predict some algebraic activity in the children’s solutions; however, the variety
of tasks proposed in textbooks and the practices that children could perform are to
ample and the levels do not account for them all.
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Resumen

La introduccion del razonamiento algebraico elemental desde los primeros niveles
educativos es un tema que se ha propuesto desde hace casi dos décadas como
resultado de diversas investigaciones. Dicha introduccion en el curriculo escolar se
encuentra con diferentes obstaculos. Este documento contrasta niveles de
algebrizacion tanto en las tareas propuestas en una coleccion de cinco libros de
texto, usados en la primaria, como con los desempefios de nifios cuando resuelven
tareas algebraicas propuestas en tal coleccion. Los resultados obtenidos sefialan que,
si bien los niveles son utiles para asignar grados de algebrizacion a las tareas
propuestas en la coleccion, y predicen cierta actividad algebraica desarrollada por
los nifios, la variedad de tareas en los textos y las practicas que podrian realizar los
nifios son muy amplias y los criterios no dan cuenta de ellas.
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I a enseflanza y el aprendizaje del algebra ha dado origen a muchas
investigaciones en el campo de Didactica de las Matematicas, las
cuales han evidenciado las dificultades de los alumnos en diversos

aspectos, tales como el uso del signo igual, problemas de palabras, solucion

de ecuaciones lineales, equivalencia de expresiones algebraicas, modelacion;
entre otros. Otras investigaciones (Van Dooren, Verschaffel & Onghena,

2002; 2003) han resaltado las dificultades de los maestros tanto para abordar

la solucion de tareas algebraicas como para promover la ensefianza del

algebra (Blanton & Kaput, 2005) y para remediar las dificultades de
aprendizaje por parte de los alumnos.

Kaput (2000) hizo una propuesta denominada ‘algebra for all’ en la que
sugiere tomar accion para promover al dlgebra como facilitadora de una
mejor comprension de las matematicas en lugar de ser inhibidora. Diversas
propuestas curriculares (NCTM, 2000; RS/IMC, 1997) proponen desarrollar
el razonamiento algebraico desde los primeros grados de educacion primaria
(Cai & Knuth, 2011).

Desde que la propuesta de inclusion curricular del razonamiento
algebraico en la escuela primaria interes6 a la comunidad de investigadores
(Davis, 1985; 1989), se han adelantado estudios en relaciéon con el
desempefio de los nifios (Carpenter, Levi, Franke, & Zeringue, 2005;
Carraher, & Schliemann, 2007) cuando trabajan con actividades matematicas
definidas como algebraicas, y al desempeio de los profesores para reconocer
y promover el razonamiento algebraico manifestado por los nifios durante la
actividad matematica (McGowen & Davis, 2001). La hipotesis de que una
introduccion temprana al razonamiento algebraico elemental es conveniente
para disminuir las dificultades que los estudiantes manifiestan en la
transicion desde la aritmética hacia el algebra, es coherente con algunos
estudios longitudinales sobre la inclusion del razonamiento algebraico desde
la escuela elemental (Strother, 2011; Schliemann, Carraher & Brizuela,
2012), cuyos resultados alientan la iniciacion de la ensefianza del algebra en
la escuela primaria.

Una de las dificultades para la introduccion temprana del razonamiento
algebraico elemental, corresponde a decidir qué ha de entenderse por algebra
y cuales deben ser los tipos de tareas algebraicas que han de introducirse
paulatina y sistematicamente en los programas de estudio para favorecer
tanto el reconocimiento como la promocion del razonamiento algebraico por
parte de los profesores. Para la implementacion de tal introduccion
temprana, parece indicado proponer niveles de algebrizacion (Bolea, Bosch
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& Gascon, 2001; Godino, Aké, Gonzato & Wilhelmi, 2014) para orientar a
los profesores sobre las caracteristicas algebraicas que deberian ser motivo
de promocion y reconocimiento desde los primeros grados de escolaridad.

Godino, Castro, Ake y Whilhelmi (2012) formulan una propuesta sobre
la naturaleza del algebra escolar, mientras que Godino, Aké, Gonzato y
Wilhelmi (2014) publicaron una propuesta de niveles de algebrizacion para
la actividad matematica escolar. Dichos niveles se proponen para la
formacion de futuros profesores de escuela elemental, con la finalidad de
proporcionar herramientas que les permitan conocer las caracteristicas del
razonamiento algebraico elemental.

Conviene disefiar una propuesta de niveles de algebrizacion que no sélo
sefale posibles niveles progresivos escolares de algebrizacion, sino que
ayuden a disefar tareas con grados progresivos de algebrizacion a lo largo de
la educacion primaria. No obstante, varios interrogantes surgen frente a la
propuesta de utilizar niveles de algebrizacion para orientar la introduccion
curricular del razonamiento algebraico en la escuela elemental. El primer
interrogante refiere a la formacion que los maestros tienen para reconocer las
caracteristicas algebraicas presentes y emergentes en las tareas matematicas.
Diversos estudios realizados con profesores en formacion (Stephens, 2008) y
con maestros activos (Asquith, Stephens, Knuth & Alibali, 2007) informan
sobre las dificultades que tienen los docentes para reconocer al algebra como
‘forma de pensamiento’, opuesto a una lista de procedimientos a seguir.

El segundo interrogante se vincula con la existencia de niveles
progresivos de algebrizacion en la literatura. Se encuentra que s6lo Godino
et al. (2014) proponen niveles de algebrizacidon especificos que han sido
ampliados a la educacién secundaria (Godino, Neto, Wilhelmi, Ake,
Etchagaray y Lasa, 2015), para ayudar a profesores en formacion a
reconocer la actividad algebraica en tareas desde el primer grado hasta
quinto grado, iniciando con la aparicion gradual de caracteristicas de la
actividad algebraica a lo largo de la educacion primaria.

En el presente trabajo se investiga la factibilidad de extender los niveles
de Algebrizacion propuestos por Godino et al., (2014) para ser usados para
valorar la actividad algebraica tanto en libros de texto como en las tareas
desarrolladas por nifios. La pertinencia de una extension de estos niveles esta
avalada por el hecho de que después de muchos afios de investigacion sobre
la introduccion del razonamiento algebraico en la escuela primaria, no existe
una propuesta que oriente a los profesores de matematicas acerca de la
introduccion gradual y sistematica del razonamiento algebraico en dicho
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nivel. Las eventuales ventajas de una propuesta de introduccion de actividad
matemdtica gradual que permita introducir, reconocer y promover
caracteristicas de naturaleza algebraica, radican en el uso que pueden hacer
los profesores para la seleccion pertinente de tareas, el disefio instruccional y
promover la actividad matematica de los nifios.

Por tanto, en esta investigacion se propone utilizar los niveles de
razonamiento algebraico propuestos por Godino et al. (2014) para: 1)
Estudiar el caracter algebraico de tareas matematicas de los cinco libros de
texto de matematicas usados en una institucion educativa privada
colombiana; 2) Disefiar, con base en los niveles de algebrizacion propuestos
por dichos autores, una prueba para ser aplicada a una muestra de nifios en
cada uno de los cinco grados de primaria de una institucion educativa; y 3)
Valorar la correspondencia entre los niveles de razonamiento algebraico
elemental y los desempefios (actividad matematica) de los nifios de escuela
primaria, cuando resuelven tareas correspondientes a cada uno de los
niveles.

Asi, se pretende responder a tres preguntas: ;Los niveles propuestos por
Godino et al. (2014), favorecen la identificacion y caracterizacion de tareas
de naturaleza algebraica propuestas en libros de texto? ;Los niveles se
corresponden con los desempefios de nifios de escuela elemental? ;Los
niveles predicen la actividad algebraica puesta en juego por los nifios?

En los siguientes apartados se presentan los niveles de algebrizacion
(Godino et al., 2014); posteriormente se indica como se usaron los niveles de
algebrizacion para asignar caracter algebraico de las tareas matematicas
propuestas en una coleccion (EnVision, 2012); a continuacion, se muestran y
discuten los resultados de la prueba para los grados primero, tercero y
quinto. La prueba se ha conformado con tareas tomadas de los libros de texto
y a las cuales se les atribuyo un nivel de algebrizacion segliin los niveles
propuestos por Godino et al. (2014). Se concluye con una sesion de
comentarios.

La Propuesta de Niveles de Algebrizacion

Una tarea matematica es considerada de naturaleza algebraica en tanto que
exhiba algunas caracteristicas algebraicas atribuidas por el maestro y que
tales caracteristicas sean utilizadas por los estudiantes para resolver la tarea.
Godino et al., (2014) proponen caracteristicas que permiten definir distintos
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niveles o grados de algebrizacion en tareas propuestas en el curriculo
matematico en la escuela primaria. Vale resaltar que “el nivel se asigna no a
la tarea en si misma, sino a la actividad matematica que se realiza, por lo
que dependiendo de la manera en la que se resuelve una tarea, la actividad
matematica puede ser clasificada en un nivel u otro” (Godino et al., 2014, p.
206).

Asi, asignamos niveles a tareas tomadas de una coleccion de libros y
luego se contrastan los niveles asignados con las respuestas de los nifios a
tales tareas.

A continuacidn, se transcriben los niveles de razonamiento algebraico
elemental para referencia del lector.

Ausencia del razonamiento algebraico (Nivel 0)

Intervienen objetos extensivos (particulares) expresados mediante
lenguajes natural, numérico, iconico o gestual. Pueden intervenir
simbolos que refieren a un valor desconocido, pero dicho valor se
obtiene como resultado de operaciones sobre objetos particulares.
En tareas de generalizaciéon el mero reconocimiento de la regla
recursiva que relaciona un término con el siguiente, en casos
particulares, no es indicativa de generalizacion.” (Godino et al.,
2014, p.9)

Nivel incipiente de algebrizacion (Nivel 1)

Intervienen objetos intensivos cuya generalidad se reconoce de
manera explicita mediante lenguajes natural, numérico, icénico o
gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a los intensivos
reconocidos, pero sin operar con dichos objetos. En tareas
estructurales se aplican relaciones y propiedades de las operaciones
y  pueden intervenir datos  desconocidos  expresados
simbolicamente. En tareas funcionales se reconoce la generalidad
aunque expresada en un lenguaje diferente al simbolico-literal.

Nivel intermedio de algebrizacion (Nivel 2)

Intervienen indeterminadas o variables expresadas con lenguaje
simbolico — literal para referir a los intensivos reconocidos, aunque
ligados a la informacion del contexto espacial temporal. En tareas
estructurales las ecuaciones son de la forma Ax + B = C. En tareas
funcionales se reconoce la generalidad, pero no se opera con las
variables para obtener formas candnicas de expresion.

Nivel consolidado de algebrizacion (Nivel 3)
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Se generan objetos intensivos representados de manera simbolica —
literal y se opera con ellos; se realizan transformaciones en la
forma simbdlica de las expresiones conservando la equivalencia. Se
realizan tratamientos con las incognitas para resolver ecuaciones
del tipo Ax*+B=Cx+D, y la formulaciéon simbdlica y
descontextualizada de reglas canonicas de expresion de funciones y
patrones.

Contexto de Estudio y Metodologia

La investigacion fue desarrollada en una institucion educativa, de caracter
privado, que atiende a una poblacioén de 1100 estudiantes (de primer grado
hasta undécimo grado) pertenecientes a los estratos' 4, 5 y 6 del érea
metropolitana de la ciudad de Medellin, Colombia. La institucion brinda
educacion bilingiie desde pre-escolar hasta undécimo grado, que incluye la
ensefianza del inglés como segunda lengua y la instruccion en lengua
inglesa en matematicas, ciencias naturales y ciencias sociales. La propuesta
de bilingiiismo se apoya en libros de texto en inglés. En el caso de
matemadticas, la coleccion de libros para la basica primaria es EnVision
(2012), que ha sido usada durante tres afios consecutivos.

La investigacién se desarrolld en dos fases, durante la primera se
estudiaron todos los ejercicios propuestos en los libros de texto, y se
agruparon en cuatro bloques en correspondencia con los cuatro niveles de
algebrizacion. Inicialmente se agruparon con base en las caracteristicas
algebraicas percibidas en su enunciacion, posteriormente se resolvieron
todos y se determinaron las caracteristicas de naturaleza algebraica,
presentes y emergentes en las tareas. Para efectuar la asignacion de
caracteristicas algebraicas se usaron los niveles de algebrizacion.
Posteriormente se seleccionaron aleatoriamente tareas para ser incluidas en
cinco pruebas que serian aplicadas en cada uno de los grados de primaria.

Durante la segunda fase de la investigacion, se disefid una prueba piloto
con tareas escogidas de manera aleatoria (Pino-Fan & Font, 2015) que se
envio a expertos. Posteriormente se aplico la prueba piloto a una muestra de
estudiantes de cada uno de los grados escolares. A partir del informe de los
expertos, y de las respuestas dadas por los nifios en la prueba piloto, se
configuro el cuestionario definitivo. Los niflos que participaron en la prueba
piloto no fueron incluidos en la aplicacion de la prueba final.
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El cuestionario se construyd mediante tareas no modificadas, tomadas
de los libros de texto. Para esta investigacion se considero pertinente definir
tarea matematica como el enunciado junto con sus diversas preguntas
(items) segun se propone en la coleccion de los libros de texto. Se debe
resaltar que los nifios no fueron instruidos en la solucidon de tareas de
razonamiento algebraico elemental.

Para efectos de este estudio, se asumié a priori —con base en los
resultados de la prueba piloto— que los niveles de algebrizacion propuestos
se corresponden con los cinco grados de educacion primaria. De esta forma,
para cada grado escolar, se incluyeron tareas correspondientes a un nivel de
algebrizacion y a niveles de algebrizacion superior e inferior. Por ejemplo,
para el segundo grado de educacion primaria se incluyeron tareas de los
niveles de algebrizacion cero, uno y dos.

El cuestionario fue contestado por 50 nifios, 10 por cada grado escolar.
Una vez que los niflos resolvieron las tareas, se efectu6 un analisis
cognitivo de las soluciones buscando elementos de cardcter algebraico
propuestos en las definiciones de cada uno de los cuatro niveles de
algebrizacion. Se trabajo con 60 nifios, pues fueron aquellos a quienes sus
tutores concedieron permiso para participar en la indagacion. Finalmente se
informa sobre 50 alumnos pues diez nifios no concedieron entrevistas. Se
realizaron entrevistas semiestructuradas (Ginsburg, Kossan, Schwartz &
Swanson, 1983) individualizadas para cada alumno, con el fin de
profundizar y establecer de forma detallada los elementos de naturaleza
algebraica usados por los nifios en sus soluciones. Dichas entrevistas fueron
audio-grabadas.

B0 -
70
60 -

Lill

Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto

@Nivel 0
@Nivel 1
uNivel 2
uNivel 3




170 Castro et al — Algebrizacion de la actividad matematica

Figura 1. Cantidad de tareas de naturaleza algebraica en los libros de texto

Finalmente, para completar la informacion y para triangular los analisis
cognitivos de las soluciones dadas por los nifios, las respuestas tanto de las
pruebas como de las entrevistas fueron analizadas por dos investigadores de
manera independiente. Los datos y ejemplos presentados en este articulo se
han seleccionado de manera que sea posible evidenciar las diferentes
formas de solucion de las tareas dadas por los nifios. Las soluciones de los
nifios se valoran cuantitativamente de acuerdo con la escala que considera
respuestas incorrectas, parcialmente correctas y correctas.

Se clasificaron todas las tareas propuestas en la coleccion de libros de
texto EnVision (2012) para primaria, segun los niveles de algebrizacion
propuestos por Godino et al., (2014). Una vez realizada la clasificacion, se
determiné la cantidad de tareas de naturaleza algebraica atribuida en cada
capitulo del libro, para los cinco libros de texto. La Figura 1 muestra la
cantidad de tareas de naturaleza algebraica, por grado, seglin los niveles de
algebrizacion. Se aprecia que los niveles propuestos aparecen gradualmente
en cada uno de los grados desde el primero hasta el tercero, agrupados en
niveles progresivos de algebrizacion.

Se observa la presencia sostenida del nivel cero de algebrizacion con
mayor frecuencia en los primeros grados de la primaria y menor frecuencia
en el grado cuarto y quinto. Algo similar sucede con el nivel Uno, su
presencia desde primero hasta cuarto grado aumenta progresivamente hasta
disminuir en quinto grado, donde las actividades que suponen un nivel 2 de
algebrizacion ganan presencia. El nivel 2, en el cual se inicia el uso de
simbologia algebraica para representar incognitas y variables, aparece de
forma incipiente en segundo grado hasta tener la mayor frecuencia en
quinto grado. Finalmente, el nivel 3 aparece s6lo hasta cuarto grado y se
sostiene en quinto grado, ambas apariciones con baja frecuencia en
comparacion con los otros niveles en cada grado.

Los resultados obtenidos permiten concluir que los niveles de
Algebrizacion propuestos por Godino et al., (2014) son buenos predictores
de los niveles de algebrizacion asignados, por grados, para las tareas
matematicas en la coleccion de libros de texto. Se encuentra ademas que
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existe una correspondencia creciente entre los niveles de algebrizacion
(cuatro) con los grados escolares (cinco).

Resultados de l1a Aplicacion de las Pruebas

A continuacidn, se discuten los resultados obtenidos de la aplicacion de las
pruebas para los grados primero, tercero y quinto. Por razones de espacio
no se informa sobre los otros dos grados. Para cada grado, se presenta una
tabla con el nivel algebraico asignado a cada tarea, y se muestran los
resultados segun la escala respuestas incorrectas (R-1), parcialmente
correctas (R-PC) y correctas (R-C). Posteriormente se muestran las tareas y
se discute sobre las soluciones de los nifios y su relacion con los niveles de
algebrizacion.

Prueba para el Primer Grado

La Tabla 1 muestra las tareas incluidas en la prueba para el primer grado de
educacién primaria.

Tabla 1
Porcentajes de respuesta para la prueba de primer grado

Numeracion % de % de % de
de las tareas incorrectas  parcialmente  correctas
correctas
Nivel 1 0 10 90
Cero 2 0 10 90
3 10 20 70
5 20 0 80
6 20 30 50
7 50 10 40
8 80 10 10
Nivel Uno 4 10 30 60
9 20 0 80
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10 60 0 40

La prueba incluye siete tareas de nivel cero y tres tareas de nivel uno.
Las tareas 1, 2, 3 y 5 de nivel cero, tuvieron respuestas correctas por encima
del 50%. Las preguntas 6 y 7, de nivel cero, tuvieron porcentajes del 50% y
40% de respuestas acertadas. La pregunta 5 tuvo 80% de respuestas
correctas, y corresponde a una tipologia muy estudiada de problemas
aritméticos (Castro, Rico & Castro 1995).

La Figura 2 muestra las tareas de nivel cero en la prueba para primer
grado.

Tarea 1 Tarea 2

Write the missing number find the missing number

: 6+ ]+3=10 5+5+[ |=1s5
Y=y 9+ =10 .

Tarea 3

Look at the addition sentence. Find the missing number

- -

Tarea 6
Write the digit that makes each number sentence frue.
34+2[ =57 [ ]+ 51 =67 Tarea 7
Find two parts to make 100.
Tarea 8 37 + [ ]= 100
Find the pattern. Write the missing numbers. 54 4 D + M= 100

3,58,12,_

Figura 2. Tareas de nivel cero para grado primero.

Las preguntas 1, 2, 3 y 5, abordan el tema de sentencia numérica; la
pregunta 6 versa sobre una sentencia numérica donde se requiere conocer el
sistema posicional; la pregunta 7 requiere de la solucion de una sentencia
numérica con dos valores; y la pregunta 8 requiere encontrar una regla de
asignacion. La tarea 5 tuvo 80% de respuestas correctas. En la tarea 6 se
requiere que el estudiante escriba un niimero para que la sentencia numérica
sea correcta.

Una de las dificultades que los estudiantes manifestaron se refiere a la
sintaxis que vincula el nimero conocido con el nimero desconocido, pues
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no es claro si se trata de notacion multiplicativa o notacion posicional. Con
base en las respuestas de los estudiantes se aprecia que su interpretacion se
decanta por la notacién posicional. La sintaxis de las expresiones
matemadticas suele ser fuente de dificultades y errores para los estudiantes
(MacGregor & Stacey,1997). La tarea 7 presenta una ecuacion con dos
incdgnitas, lo que supone encontrar o proponer un numero soluciéon y
descomponerlo para ubicar los dos sumandos en los espacios
correspondientes, o poner un numero y buscar el otro, o utilizar la
propiedad modulativa. Este tipo de preguntas resultd ser de dificultad alta
para los nifios, dado que no suelen recurrir a la descomposicién numérica o
no reconocen las propiedades numéricas.

Cuatro nifios utilizaron la propiedad modulativa para dar respuesta al
problema, mientras que diez afirmaron que ‘no se puede’ en referencia a
que los numeros que se deben ubicar son iguales. Los nifios consideran:
‘mismo cuadro, mismo nimero’. Si bien la tarea involucra simbolos “...que
refieren a un valor desconocido... [que] se obtiene como resultado de
operaciones sobre objetos particulares” (Godino et al., 2014; p. 207), la
dificultad se vincula con la semantica asociada, por los nifios, a los
simbolos mas que a las operaciones.

En una de las entrevistas en pareja, uno de los nifios sugirié que el
gjercicio se podia resolver ‘partiendo’ el niimero en dos; el otro nifio, quien
escribia, entendi6 ‘partir’ como ‘dividir en partes iguales’ con lo cual el
problema (Tarea 7, Figura 2) no tiene solucion. El uso de espacios en
blanco como recurso para representar numeros desconocidos parece no ser
adecuado para referir a numeros diferentes. La tarea 8, corresponde a un
patron de crecimiento (Stacey, 1989) en donde la cantidad que se suma es
variable. Durante la entrevista se evidencidé que los nifios tienden a
considerar que debe sumarse una misma cantidad, afirman que la tarea ‘esta
mal escrita’. La respuesta de eleccion para los nifios para la tarea 8§
corresponde a una secuencia numérica cuyo patron requiere la suma de ‘tres
en tres’. A partir de la entrevista se dedujo que los estudiantes tan sélo
prestaron atencion a la diferencia entre el segundo y el tercer niimero, y
asumieron que esa era la cantidad que se debia sumar consecutivamente. La
mayoria de los nifios cumplimentaron la tabla con un patréon de suma
constante de 3 (15, 18, 21, ...). Diversas investigaciones reportan que los
nifios no tienen grandes dificultades con los patrones de crecimiento
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constante (Stacey, 1989). Los criterios de algebrizacion no distinguen entre
patrones de crecimiento lineales y patrones de crecimiento no lineales.

En relacion con las tareas de nivel 1 de algebrizacion (Figura 3), la tarea
4 tuvo un porcentaje de respuestas correctas del 60%. Esta tarea pide
expresar la sentencia numérica dada de manera equivalente. Los estudiantes
tuvieron dificultades con esta tarea por su formato.

Tarea 4 Tarea 9

4 addition fact 1o compl

What is the rule?

230=P 130 430=P 330 630 =P 530

Tarea 10
Find the missing number

42 -9=43

Figura 3. Preguntas ubicadas en el nivel Uno de algebrizacion para el primer grado

Durante la entrevista los estudiantes pudieron resolver la primera parte,
pero no lograron usar su respuesta para escribir la expresion aritmética
equivalente solicitada. La tarea 9 obtuvo respuestas correctas por encima
del 50%. La tarea 10 tuvo un porcentaje de acierto del 40%. La tarea 4
indaga dos aspectos (2 items), en el primero se pide resolver un hecho
numérico, que puede ser asumido como una ecuacidon sencilla. Sin
embargo, el segundo item indaga por la expresion de la sentencia numérica
mediante una suma, con lo cual el estudiante debe utilizar propiedades
numéricas. Los nifios resolvieron bien la sentencia numérica, pero no
vincularon el item 2 con el item 1, con lo cual escribieron sentencias
numéricas aditivas validas.

Para la tarea 9, los nifios escribieron’ sentencias como ‘Hay que restar
100 al término de la izquierda para obtener el de la derecha...’. Los nifios
ofrecen una respuesta correcta, que es evidencia de la identificacion de la
regla de formacion, cuya expresion es verbal. La pregunta 10 corresponde a
una sentencia numérica, donde se pone en cuestion el signo igual en su
acepcion de relacion de equivalencia. Para esta tarea se aprecido que muchos
nifios responden de esta manera: ‘porque tener 42 menos 9 seria igual a
tener 43 menos 8...", que es una interpretacion acertada del signo igual
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como relacion de equivalencia. Uno de los nifios argumento ‘...aumento de
42 a 43 en una unidad, y disminuyo de 9 a 8 en una unidad’. Los nifios
manifiestan dificultades con sentencias numéricas debido al sentido
operativo que confieren al signo igual (Molina, 2006). Nétese que la tarea 9
corresponde a una actividad en la que se requiere identificar una ‘regla de
asignacion’ y el 80% de los nifios respondi6 acertadamente a la tarea.

Seis tareas fueron respondidas correctamente por mas del 50% de los
nifios. Las tareas 7, 8 (nivel cero) y la 10 (nivel uno) tuvieron menos
respuestas correctas que las otras tareas. A pesar de que las tareas 7 y 8 son
de nivel cero, el grado de dificultad parece mayor. Los nifios son capaces de
resolver las sentencias donde se busca un ntimero, pero la dificultad se
incrementa cuando la sentencia indaga por dos nimeros. Si bien los nifios
reconocen los patrones de crecimiento lineal, tan solo el 10% de los nifios
respondid correctamente a la pregunta del patrén de crecimiento no lineal.
Podria ser que no estén acostumbrados a la solucion de este tipo de tareas.
Los libros de texto usados por ellos incluyen muy pocos ejercicios de este
tipo.

Pruebas para el Tercer Grado

La prueba para el tercer grado constaba de 12 tareas, de las cuales seis eran
del nivel cero, tres del nivel uno y tres del nivel 2 de algebrizacion. La
Tabla 2 muestra la relacion entre los niveles y los porcentajes de acierto
para la prueba de grado tercero. Las tareas que tuvieron porcentaje de
respuestas correctas superior al 80% son las preguntas 2, 6, 7 y 12,
correspondientes al nivel cero de algebrizacion.

Tabla 2
Relacion entre niveles y porcentajes de acierto

Numeracion % de % de % de
de las tareas  incorrectas  parcialmente  correctas
correctas
Nivel 2 0 11 88
Cero 6 11 0 88
7 11 0 88
8 33 22 44
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10 66 0 33
12 0 11 38
Nivel Uno 1 44 22 33
9 22 55 22
11 22 22 55
Nivel Dos 3 0 0 100
4 33 55 11
5 44 44 11

La Figura 4 muestra las tareas ubicadas en el nivel cero para el grado
tercero. Las tareas 8 y 10 de nivel cero tuvieron porcentajes de respuestas
correctas correspondientes al 44% y al 33%. La tarea 8 versa sobre la
generalizacion de una regla aritmética. Los estudiantes no reconocieron una
regla de formacion, pero desarrollaron todas las divisiones, en las que
cometieron errores localizados en el proceso algoritmico de division. Por su
parte, la tarea 10 que indaga por el siguiente nimero en una lista, tuvo un
porcentaje bajo de respuestas correctas.

Tarea 2 Tarea 6 Tarea 7
Use <, > or = in the circle, to compare by estinating Ted, Jason, and Angelina are trying find each product
the results of each multiplication/addition to raise 200 dollars for a local shelter. 3 6 x5
- - Ted raised 30 dollars. Jason raised
sx71 O 5x%70 8x30 O 8x35 90 dollars. How much money does 3%70 6% 40 8x50
Angelina need to raise in order to
4x56 O 200 6x37 O 37x6 reach their goal? 3% 700 6 400 8x 500
~ $200
3x33 O 100 80 O 4x19 Gost — -
Ame t
= raiseg ($30] 800 | 7
1x67 O 1+67 2+34()2x34
Tarea 8 Tarea 10 Tarea 12
In 1 and 2, use patterns to find each Explain the pattern, Draw the next two shapes.

quotient What number comes next 4
in the pattern?

1.28+7= 2, 64 8=

S ey 4,16,64, 256, _
2,800 « 7 6,400 + 8
28,000 + 7 64,000 + 8 M

Figura 4. Tareas de Nivel Cero para el grado tercero

Se trata de una tarea de generalizacion cercana (Stacey, 1989). La
dificultad corresponde al hecho de que la sucesion es geométrica y los
estudiantes reconocen las secuencias aritméticas mucho antes que las
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geométricas. La estructura multiplicativa ocasiona mayores dificultades a
los estudiantes y se informa de errores cuando se ve implicada en la
solucion tareas operativas (Brown & Burton, 1978). La Figura 5 muestra las
tareas de nivel uno para el grado tercero.

Las tareas 1, 9 y 11 de nivel uno tuvieron respuestas correctas en
porcentajes correspondientes a 33%, 22% y 55% respectivamente. La tarea
1 versa sobre la posicion relativa de dos rectas. Durante la entrevista los
nifios dibujaron los segmentos de recta correctamente pero no reconocieron
que se pedia concluir sobre la posicion relativa de dos de las rectas, a pesar
de que las dibujaron, pero afirman mayoritariamente que AB y EF son
rectas.

Tarea 1 Tarea 11
o iisito n Is the generalization that
Line AB is parallel to line (
every four sided polygon
and line CD is perpendicular italdptaborsmt a e
to line EF, What can you conclude has at L"I‘l\‘ un(‘uq A0pN
about AB and EF? correct not, draw a picture to
show why not
Tarea 9: parte a Tarea 9: parte b
Copy and complete Describe what numbers could be written in
each number sentence the square so each sentence be true.
a « 14 « Awhere A is greater :
than 100
b 24 = Bwhere B s less b.

than 100

Figura 5. Tareas nivel uno para el grado tercero

Para la tarea 11 los nifios realizaron dibujos de ‘poligonos de cuatro
lados’, la mayoria de ellos incluia un angulo recto. Durante la entrevista,
realizada en espafiol, los estudiantes manifestaron la misma dificultad.
Asumieron la sentencia ‘...todo poligono de cuatro lados tiene un angulo
recto’ como una afirmacion verdadera, y dibujaron poligonos de cuatro
lados que cumplian la sentencia.

La parte b de la tarea 9 resultd ser dificil en tanto que no pudieron
describir la condicion, en términos de ‘mayor o menor’. Todos pudieron
obtener un numero solucién, sin embargo, no lograron describir la
condicidon sobre todos los posibles resultados. Se identifico durante la
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entrevista que la redaccion de la pregunta influencid negativamente el
desempefio de los estudiantes (Anghileri, 1995).

La Figura 6 muestra las tareas de nivel 2 para el grado tercero. Las tareas
3, 4 y 5 tuvieron un porcentaje de respuestas correctas correspondiente al
100%, 11% y 11%, respectivamente. Se aprecia que, en el grado tercero, a
medida que se asciende en los niveles de algebrizacion, el porcentaje de
respuestas correctas decrece. Se aprecia que las tareas 3 y 4 requieren
elementos algebraicos vinculados con el uso de variables (Tall, 2001),
mientras que la tarea 5 versa sobre modelacion (Barbosa, 2000).

Tarea 3 Tarea 4
In 1 through 3, copy and complete For 1, use the table below.
the table

Total number of
¢ c+8 test questions (g,
1. ) Number of multiple

choice questions

1. What is a rule for the table in words?
in symbols?

Tarea 5

Elijah has n customers

in his lawn-mowing business

He mows each lawn once a week
Which expression shows how many
lawns he mows in 12 weeks?

A n+12 C 12-n
B nx12 D 12+n

Figura 6. Tareas nivel dos para el grado tercero

Las respuestas dadas a la tarea 3 ponen de manifiesto que los estudiantes
exhiben comprension de la notacion algebraica, en tanto que reemplazan la
letra ‘¢’ por los nlimeros, sin embargo, no realizan la operacion. Parece que
no requieren que la operacion se ‘cierre’ (Collis, 1974). Los estudiantes
reconocen la letra en su acepcion de variable, en tanto que la reemplazan
sistematicamente por los nimeros que se les ofrece.

La tarea 4 que trata sobre la manifestacion verbal y simbolica de una
relacion funcional entre el nimero de opciones de escogencia multiple y el
nimero de tareas. Los estudiantes identifican que tanto el numero de
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preguntas como el nimero de opciones varia de diez en diez, asi como la
relacion entre el nimero de preguntas y el nimero de opciones, pero no
representan la regla simbolicamente. Esta tarea tiene un indice alto de
dificultad en tanto que involucra simultineamente la generalizacion de una
regla, su representacion verbal y su representacion simbodlica. Los
estudiantes deben asignar una variable para el nimero de preguntas y una
variable para el nimero de opciones, y relacionar a partir de la informacion
numérica que se deriva de la tabla.

Las tareas fueron dificiles de responder para los nifios, pues se requiere
de la generalizacion de rasgos reconocidos en unos pocos intensivos —casos
particulares para pasar a los extensivos— Se reconoce ademas que los
estudiantes se enfrentan a tres problemas: fenomenoldgico, epistemoldgico
y semiotico. El problema fenomenologico se refiere a la atencion que presta
el estudiante sobre los objetos, es decir, la caracterizacion de un objeto y la
identificacion de sus semejanzas y diferencias con otros objetos a partir de
atributos como la forma, la cantidad. Una dificultad de orden
fenomenologico consiste en que los alumnos tienden a centrarse en la
dimension numérica (Radford, 2006). El problema epistemologico esta
relacionado con la comprension del objeto y con la decision o seleccion
sobre aquello que se considera y aquello que se descarta. También se
caracteriza por la identificacion de una propiedad comun entre los términos
de la secuencia y generacion de una estrategia para encontrar algin término,
esto ocurre cuando se pregunta por términos remotos de una secuencia, por
ejemplo, el término 25. El problema semiotico esta vinculado con la
denotacion del objeto, denotacion que puede tomar varias formas de
representacion. Para Radford (2013), la generalizacion algebraica no
necesariamente estd vinculada al simbolismo algebraico alfanumérico,
puesto que la denotacion de la generalizacion algebraica puede realizarse a
través de otras formas de representacion. La tarea 5 tuvo un porcentaje muy
bajo de respuestas correctas. Los estudiantes, durante las entrevistas,
manifestaron dificultades para relacionar el enunciado con la expresion
algebraica.

Prueba para el Quinto Grado

La prueba para quinto grado estd compuesta por diez tareas: una tarea (7)
de nivel cero, una tarea (4) de nivel uno, tres tareas (3, 5 y 6) en el nivel
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dos, y cinco tareas (1, 2, 8, 9 y 10) del nivel tres de algebrizacion. La Tabla
muestra la numeracion de las tareas ubicadas en cada nivel, asi como los
porcentajes de desempefio.

La prueba aplicada al grado quinto incluye tareas de todos los niveles de
algebrizacion. Para mantener la prueba corta, se decidid incluir s6lo una
tarea de nivel cero y una tarea de nivel uno.

Tabla 3
Respuestas para el cuestionario de grado quinto

Numeracion % de % de % de
de las tareas  incorrectas  parcialmente correctas
correctas
Nivel Cero 7 20 10 70
Nivel Uno 4 10 40 50
Nivel Dos 3 80 10 10
5 20 0 80
6 20 20 60
Nivel Tres 1 0 40 60
2 20 30 50
8 40 0 60
9 90 10 0
10 20 60 20

La Figura 7 muestra las tareas de nivel cero y nivel uno. La tarea de nivel
cero indaga sobre la interpretacion del signo igual en su sentido de
equivalencia. El valor desconocido se encuentra como resultado de operar
con numeros conocidos. El porcentaje de respuestas correctas es del 70%.
Los nifios tuvieron dificultad con las dos ultimas sentencias, pues no
entienden si deben poner nimeros u operaciones en ambos espacios para
obtener una expresion numérica valida.

Tarea 7: Nivel Cero Tarea 4: Nivel Uno
Complete the equations. Test these conjectures. Explain whether
12+ 15 =27 57 - 9=48 they are correct or incorrect.

124154 6=27 57-9-7=48 1. The difference of two odd numbers

is always even.

2. The sum of a negative integer and a
positive integer is always negative.
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Figura 7. Tareas Nivel Cero y Nivel Uno para el grado quinto.

Si bien los aspectos algebraicos requeridos para resolver la tarea son
dominados por los estudiantes, la expresion ‘complete las ecuaciones’ no es
comprendida por los nifios. Los aspectos lingiiisticos vinculados con la
redaccion de las preguntas afectan la solucion. El uso ambiguo de las
expresiones lingiiisticas afecta la comprension de las consignas (Anghileri,
1995).

Tarea 3

Sally and her mother went to the sale at the Garden Center.

Sally bought x large plants and y small plants. She paid with
a twenty-dollar bill. Make a table using the expression
ceived if she

Tarea 5

Copy and complete the T-table
below fory = 5x - 5.Then graph

the equation.

20 - (4x + 2y) to show how much change she
bought 2 large plants and 4 small plants; 4 large plants and . y y = 5x
2 small plants; or 1 large plant and 7 small plants.

” Make a separate column for each variable vl i
y 55

Tarea 6

If x is a whole number greater
than 0, which is always true?

A 6xis divisible by 3
B 6xis divisible by 4
C 6xis divisible by 5

D 6xis divisible by 9

Figura 8. Tareas Nivel Dos para el grado tercero.

Aunque los aspectos algebraicos requeridos para resolver la tarea son los
mismos, el aspecto lingiiistico afecta la dificultad de las consignas. Por
tanto, el nivel algebraico de una tarea puede ser el mismo, pero la dificultad
puede ser diferente en correspondencia con las consignas.

La tarea de nivel uno de algebrizacion requiere la verificacion de dos
“conjeturas” numéricas. Esta tarea tiene un porcentaje de 50% de respuestas
correctas y 40% parcialmente correctas. La tendencia identificada en las
soluciones es dar ejemplos numéricos para aprobar o refutar. Ningin
estudiante produjo una expresion algebraica como recurso para probar la
conjetura verdadera, ni se intent6 un argumento basado en varios ejemplos.
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La Figura 8 muestra las tres tareas de nivel dos de algebrizacion. Los
porcentajes de respuestas correctas para cada una fueron 10%, 80% y 60%
respectivamente. Para solucionar la tarea 3, se requiere cumplimentar una
tabla donde ‘y’ no dependia de ‘x’ (habia que evaluar en la expresion para
valores previamente dados).

Entre las tareas valoradas como de nivel dos de algebrizacion, la tarea 3
tuvo un nivel menor de razonamiento algebraico y fue la que tuvo un indice
menor de respuestas correctas. Las dificultades exhibidas por los
estudiantes fueron indagadas en algunas entrevistas. Se encontré que los
estudiantes manifestaron dificultades vinculadas con: a) la longitud del
texto del enunciado; b) la repeticion de numeros dentro y fuera la de
formula; c) el desconocimiento del uso de las letras para el contexto del
problema; y d) la falta de experiencia en la presentacion de resultados en
una tabla.

Sally and her mother went to the sale at the Garden Center.
Sally bought x large plants and y small plants. She paid with
a twenty-dollar bill. Make a table using the expression : ’ 5
20 (4x + 2y) to show how much change she received if she I
bought 2 large plants and 4 small plants; 4 large plants and | 4
2 small plants; or 1 large plant and 7 small plants.

J.D Make a separate column for each variable. =
Figura 9. Respuesta de un estudiante a la tarea 3, de nivel dos, para grado quinto

Aunque en este ejercicio, las letras ‘x’ e ‘y’ tienen un significado
declarado en el contexto del problema, los nifios no identificaron su uso en
referencia a cantidades de plantas grandes y pequefias respectivamente.
Soélo un estudiante se percatd que el coeficiente de ‘x’ e “y’, representaba el
costo de cada tipo de planta, y que la yuxtaposicion entre el nimero y la
variable correspondia a una multiplicacion. Las peculiaridades de la sintaxis
del algebra son dificiles de encajar en la asignaciéon de niveles de
algebrizacion pero deben ser tenidas en cuenta cuando se valora el trabajo
de los nifios. La Figura 9 muestra la solucion de uno de los estudiantes.

La Figura 10 muestra las cinco tareas de nivel tres de algebrizacion
incluidas en la prueba. Las tareas de nivel tres estan enfocadas al trabajo
con funciones lineales y a sus representaciones analiticas, graficas y
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tabulares. El porcentaje de respuestas correctas en cada ejercicio fue del
60%, 50%, 60%, 0% y 20% respectivamente. La tarea 9, que requiere
resolver una inecuacion y luego graficar la solucion, obtuvo un porcentaje
nulo de aciertos. Parece una tarea inapropiada para ser propuesta en un libro
de texto de primaria de grado quinto. Es, sin embargo una tarea cuyo nivel
de algebrizacion, Tres, estd ampliamente justificada en tanto que se generan
objetos intensivos representados de manera simbdlica, se opera con ellos,
ademas que se realizan transformaciones en la forma simbolica de las
expresiones conservando la equivalencia. La tarea 9, con un 0% de
respuestas acertadas y so6lo un 10% de respuestas parcialmente correctas,
fue la tarea de menor indice de aprobacion de esta prueba.

Tarea 1 Tarea 2
copy the table and find two values Use the input/output table
for each variable that make the equation true.

INPUT
y=4+x t t 1 b=a-2 —4 t ouTPUT

If the input number is 8, what is the

3w y=x+2 output number?
y
Write an algebraic expression that
describes the output pattern.
Tarea 8 Tarea 9
Which equation was used to make the graph on the right? Solve for x. Then graph each solution
3 / 1L3x-7<2 2. x-5=x-3
A y-4x 6
By=x+2 4+
Cy=2 21/ Tarea 10
Oiy=x#2 B 0; ¥ ™ Use the table at right for 19 through 21
% se the table at right for 19 through 21. ;
2 ) 2 4 6 Polyhedron Fo;u Vur;lv(n Fev Ed?u
25 19. The Swiss mathematician Leonhard L] w ®
74y Trianglar
Euler (OY-ler) and the French 3
mathematician Rene Descartes yrom
(da KART) both discovered a pattemn Cube
in the numbers of edges, vertices, Pentogonal
and faces of polyhedrons. Complete Prism

the table to look for a pattern.
20. Describe any pattern you see in the table
that relates the number of edges to the number

of faces and vertices.

21.

Write a formula to describe your pattem.
Does the pattern work for a hexagonal prism?

Figura 10. Las cinco tareas de nivel tres de algebrizacion incluidas en la prueba

La configuracion de los elementos que definen un nivel de algebrizacion,
afecta la dificultad de una tarea. Si bien la definicidon del nivel tres refiere a
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‘ecuaciones’ y no a inecuaciones, la tarea propuesta requiere que se trabaje
con el significado de variable que podria ser un vinculo epistémico entre la
resolucion de ecuaciones e inecuaciones lineales. El 50% de los nifios
utilizaron ‘ensayo y error’ para encontrar soluciones a la inecuacion, con lo
cual la presencia de la variable en conjunciéon con el signo ‘menor que’
convoca la busqueda de valores particulares, pero en ningun caso llegaron a
una ‘generalizacion’ o a una regla para todos los nimeros que satisfacen la
expresion. Los estudiantes resolvieron la inecuacion por ensayo y error,
recurriendo a pruebas numéricas, pero fallaron en la representacion grafica.
Si se descarta la graficacién como requisito para valorar como correcta las
respuestas, entonces el porcentaje de respuestas correctas aumenta
notablemente hasta un 65%. En el caso de la ecuacion la solucion estd dada
por un valor, mientras que, en las inecuaciones lineales, la solucion refiere a
un conjunto infinito de valores. La ampliacion del conjunto de soluciones es
un aspecto que podria configurar un nivel superior de algebrizacion. Parece
ser que la comprension del significado de una inecuacion, y por ende del
proceso para su solucidn, requiere cierto nivel de razonamiento algebraico
superior en los estudiantes, por lo que, a pesar de no haber una descripcion
en ningin nivel para este tipo de tareas (con inminente naturaleza
algebraica), se clasifica como de nivel tres.

(8 KART) both o

Estudiante A

20.

21, Write a formula to describe yo
Does the pattern work for a

o  Vertices

téges
I A

the table to look for

Estudiante B i
o velates e
S iaces oo vervoes

21, Write a formula to describe your p
Does the pattern work for a hevag
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Figura 11. Dos respuestas correctas para la tarea 10, nivel tres, para grado quinto.

Las tareas 1, 2 y 8, en las cuales los nifios tuvieron buen desempefio, son
tradicionalmente postergadas hasta la secundaria, donde se trabaja de
manera formal la definicidon de funcién lineal. En contraste, Blanton &
Kaput (2001) proponen el desarrollo del pensamiento funcional desde los
primeros grados de escolaridad, con actividades que ofrezcan cierto de tipo
experiencia algebraico-funcional a los estudiantes, en tanto que el
aprendizaje de las funciones es complejo y se desarrolla a lo largo del
tiempo. Para resolver la tarea 10 se ofreci6 solidos a los nifios, ubicados en
una mesa a la que los nifios podian recurrir. La Figura 11 muestra dos
soluciones correctas. Tan s6lo uno de los nifios escribo una regla simbolica
para representar la relacion entre el nimero de ‘edges’ y el numero de
‘faces’, y la representd como 2xF=E.

Como conclusion parcial podemos decir que el nivel atribuido a una tarea
no necesariamente se corresponde con los objetos matematicos de
naturaleza algebraica puestos en juego por el estudiante. Por ejemplo, la
tarea 10 de la prueba de grado quinto, indaga por la descripcion de una
regularidad observada en una tabla, y en la Figura 11 el estudiante A
escribe la expresion valida E-2= V+F. Este estudiante exhibe un nivel
superior al demandado.

Consideraciones sobre los Niveles de Algebrizacion

Podemos afirmar que los niveles catalogan, progresivamente, el caracter
algebraico de las tareas que se proponen en la coleccion de libros de texto
que se analizd. Los niveles inferiores de algebrizacion propuestos se
corresponden con los grados escolares inferiores, y; a medida que se avanza
en los grados escolares, los niveles inferiores aparecen con menos
frecuencia y aparecen los niveles superiores. La asignacion de niveles de
algebrizacion a las tareas no siempre es una actividad que se logre con
facilidad, en tanto que se da el caso que dos tareas pueden compartir el
nivel de algebrizacion, pero la actividad matematica requerida para
resolverla es diversa.

Si bien los niveles proponen una graduacion de las caracteristicas
algebraicas que pueden surgir en la solucion de tareas matematicas
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escolares, se ha encontrado que es posible valorar una tarea como de un
nivel o de otro, en funcion del tipo de solucidon que se proponga, con lo cual
la posible actividad matematica, de caracter algebraico, que un estudiante
puede desarrollar, se predice en un rango aproximado. La tarea uno de nivel
tres de algebrizacion, fue resuelta por 60% de los nifios, mientras que la
tarea nueve no fue resuelta por ninguno de los nifios. Una posible
explicacion es que los nifios estan habituados al reconocimiento de patrones
en tablas de doble entrada, mientras que no lo estan tanto con la solucion de
inecuaciones o con desigualdades. Esto remite a que los niveles de
algebrizacion dependen de cierta manera del disefio curricular propio de
cada institucion. Un estudiante de quinto puede resolver tareas de nivel tres,
pero no resolver tareas de nivel dos.

Los niveles son progresivos entre grados en tanto que involucran el uso
de aspectos algebraicos en orden creciente, pero no lo son en el grado de
dificultad. Este ultimo puede depender de aspectos verbales vinculados con
la redaccién de las tareas. En otros casos, el nivel de algebrizacion asignado
a la tarea no se corresponde con la actividad matematica que el nifio
desarrolla, y los niveles propuestos por Godino et al. (2014), en este caso,
no son buenos predictores del desempeio de los nifios.

Los niveles se aplican bien a las tareas matematicas y proponen niveles
de actividad algebraica presentes en las tareas a lo largo de los grados, pero
no son progresivos cuando se trata de la actividad que desarrollan los nifios.
En algunos casos se puede hablar de una actividad algebraica regresiva. El
nivel algebraico parece depender fuertemente del curriculo propuesto y
consecutivamente, de los libros que se utilicen. La tendencia a incluir varias
preguntas en una misma tarea dificulta la asignacion del nivel a toda la
tarea. Los niveles de algebrizacion son genéricos, pero los libros de texto
son particulares y obedecen a estandares curriculares nacionales o
internacionales. Asi, el nivel de algebrizacion es relativo al grado.

Conclusiones

Los resultados obtenidos en esta investigacion son parciales por naturaleza,
en tanto que los niveles de algebrizacion se utilizaron con una coleccion
especifica de textos escolares en una institucion particular. Sin embargo, los
resultados de la indagacion ofrecen informacion interesante tanto sobre la
adecuacion de los niveles de algebrizacion para atribuir caracter algebraico
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a tareas matematicas propuestas en los textos escolares, como sobre la
adecuacion de los mismos para predecir el desempefio de los nifios en tareas
valoradas como de caracter algebraico.

De acuerdo con los resultados aqui obtenidos, los niveles de
algebrizacion propuestos por Godino, et al. (2014) podrian ser refinados
mediante la aplicaciéon de pruebas con tareas de naturaleza algebraica a
poblaciones amplias de nifios en diversos contextos. Lo anterior con la
finalidad de hacer la propuesta de los niveles de algebrizacion, mas
operativa y util para los profesores en su dia a dia en el ambito escolar.
Ademas, parece que el contexto o entorno social en el cual se ubique la
institucion educativa tiene un efecto en los desempefios matemadticos de los
nifios, con lo cual los niveles de razonamiento algebraico no podrian
tomarse como predictores absolutos de la actividad matematica emergente
de los nifios. Para el caso que nos compete (contexto colombiano), si bien
no se ha investigado, parece plausible afirmar que nifios de una institucion
publica obtendrian resultados sensiblemente inferiores de respuestas
correctas. Actualmente los niveles, como propuesta tedrica-general, tan s6lo
pueden tomarse como predictores de cierta actividad matematica donde
caracteristicas algebraicas estan presentes y como tal, pueden regular y
orientar la actividad matematica de los nifios. Se requiere investigar la
pertinencia de los niveles de algebrizacion en procesos de desarrollo
profesional de maestros activos, para valorar su pertinencia como
herramienta de desarrollo profesional para que los maestros activos
reconozcan y promuevan la naturaleza algebraica presente y emergente.
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Abstract

In this work we discuss results of a research about teaching loci in the high school.
Several researchers emphasize the gradual disappearance of geometry in math
classes and the study meaningless. Also, in current teaching geometry study focuses
almost exclusively on Euclidean geometry. Starting from the Anthropological
Theory of Didactics, we describe a Praxeological Reference Model about loci from
Euclidean Geometry. Also, we analyzed the Praxeological Reference Model’s scope
and limitations, facing loci from Taxicab Non-Euclidean Geometry. We consider
that approaching loci from this Geometry could lead to a larger study in Math class.
While being a first approach to the problem, this study allows us to account, at least
theoretically, that the coexistence of these geometries would be possible to teach
geometric loci in high school. This is the beginning of a research that could enrich,
enlarge and give another meaning to the study of the geometry at school.
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Resumen

En este trabajo discutimos resultados de una investigacion sobre la ensefianza de
lugares geométricos en la escuela secundaria. Diversos investigadores ponen de
manifiesto la pérdida de presencia de la geometria en el aula de matematica y el
estudio con poco sentido de lo que se propone. Asimismo, en la ensefianza actual el
estudio de la geometria se centra casi exclusivamente en la geometria euclidiana. A
partir de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico describimos un Modelo
Praxeoldgico de Referencia en relacion a lugares geométricos desde la geometria
euclidiana. También realizamos un analisis de los alcances y limitaciones de este
modelo cuando se estudian los lugares geométricos en la geometria no euclidiana
del Taxista. Consideramos que abordar los lugares geométricos también desde esta
geometria puede dar lugar a un estudio mas amplio de la matematica en el aula. Si
bien es un primer acercamiento a la problematica, este estudio permite dar cuenta, al
menos tedricamente, que la coexistencia de estas geometrias seria posible al ensefiar
lugares geométricos en la escuela secundaria.
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trabajo propio de la actividad matematica asi como el trabajo con

otras ciencias y aplicaciones en la vida cotidiana. Colabora en que los
estudiantes desarrollen la visualizacion, el pensamiento critico, la intuiciéon y
el razonamiento inductivo y deductivo, entre otros. Resulta evidente
entonces que su valor reside en la potencia de su uso en diferentes campos
de aplicacion (Araya & Alfaro, 2010; Barrantes & Balletbo, 2012; Bressan,
Bogisic & Crego, 2000; De Villiers, 1996; Figueiras, Molero, Salvador &
Zuasti, 2000; Guillén, 2010).

En la actualidad, pese a la fuerte presencia de la geometria en los
diferentes disefios curriculares, y materiales institucionales, como por
ejemplo libros de texto, diversos autores destacan su ausencia en las aulas
(Gascon, 2003; Ibarra et al. 2013; Itzcovich, 2005; Olivero, Bosch &
Gascon, 2013). Entre las razones de la pérdida de espacio y sentido del
estudio de la geometria, tanto en los colegios como en la formacion docente,
Itzcovich (2005) senala la dificultad de los docentes en encontrar problemas
que representen verdaderos desafios; la poca claridad del sentido que
adquieren las nociones geométricas en los diferentes disefos curriculares; la
decision docente de dejar de lado el estudio de estas nociones por falta de
tiempo, priorizando otras como algebra, aritmética o funciones. A esta
ausencia de la geometria se suma que, en la etapa escolar se ensefia,
generalmente, una Unica geometria, la euclidiana, la que nos permite
moldear nuestra realidad a través de puntos, rectas, figuras, etc. Sin
embargo, existen otros tipos de geometrias, denominadas no euclidianas,
que, a pesar de su importancia historica, y de aparecer naturalmente en
nuestra vida cotidiana no forman parte de nuestra etapa escolar (Barraza &
Reyes, 2012; Salvador, 1994; De Villiers, 1996).

En este trabajo describimos un Modelo Praxeoldgico de Referencia
(MPR). Este se encuentra conformado por una red de praxeologias
matematicas que permite trazar un mapa de recorridos posibles, vinculados a
lugares geométricos en relacion a la geometria que se propone estudiar en la
escuela secundaria. En particular, el MPR se centra en las propiedades de los
lugares geométricos en la geometria euclidiana. A continuacidn, realizamos
un analisis del alcance de este MPR, cuando se estudian los lugares
geométricos en una geometria no euclidiana particular: la Geometria del
Taxista. Consideramos que esta geometria puede ser propicia para la
ensefianza de varias nociones de la matematica en la escuela secundaria, y

Diversos autores ponen de manifiesto que la geometria favorece el



REDIMAT 6(2) 193

para cuestionar algunos alcances y limitaciones de la geometria euclidiana.
Con este estudio se procura analizar los lugares geométricos desde dos
miradas diferentes, y su posible coexistencia en el aula de matematica.

Marco Teorico

En este trabajo se adopta como referencial teérico a la Teoria
Antropologica de lo Didactico (Chevallard, 1999). En esta se considera
como objeto de estudio e investigacion, no solo las actividades de
ensefianza y aprendizaje en el aula, sino todo el proceso que va desde la
creacion y utilizacion del saber matematico hasta su incorporacion en las
instituciones de enseflanza como saber ensefiado (Corica & Otero, 2012).
La Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) “situa la actividad
matematica, y en consecuencia la actividad del estudio en matematicas, en
el conjunto de actividades humanas y de instituciones sociales”
(Chevallard, 1999, p. 221).

En particular, la TAD indica que toda actividad humana regularmente
realizada se puede describir con un modelo Unico, llamado praxeologia.
Estas constan de dos niveles:

e El nivel de la praxis o del saber hacer, engloba tipo de tareas y

cuestiones que se estudian, y las técnicas para resolverlos.

e El nivel del logos o del saber, se encuentran los discursos que
describen, explican y justifican las técnicas que se utilizan, esto es,
la tecnologia. Un segundo nivel de descripcion, explicacion,
justificacion (esto es, el nivel tecnologia de la tecnologia) se
denomina teoria.

Para Chevallard (1999), dada una nociéon de estudio matematico, es

necesario considerar:

e La realidad mateméatica que puede construirse en una clase de
matematicas donde se estudia el tema. Esto es, las tareas de
concepcion y organizacion de mecanismos de estudio y la gestion
del medio ambiente (Praxeologia matemética u organizacion
matematica).

e La manera en que puede ser construida esa realidad matematica, es
decir la forma como puede realizarse el estudio del tema. Esto es, las
tareas de ayuda al estudio, particularmente la direccion de estudio y
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ensefianza, cuyo cumplimiento es debido a la puesta en ejecucion de
técnicas didacticas determinadas (Organizacion didactica).

Debido a la naturaleza de este trabajo y a los objetivos propuestos, en
esta oportunidad nos centraremos en describir caracteristicas esenciales de
OM.

En particular, Chevallard (1999) distingue diferentes tipos de OM a
estudiar, segtin la complejidad creciente de sus componentes:

e Una organizacion matematica se considera puntual (OMP) en una
institucion cuando se centra en un Unico tipo de tarea T,
generalmente asociadas a un pequefio conjunto de técnicas, por lo
que esta determinada por el bloque practico-técnico [T /7].

o Una organizacion matemaética se considera local (OML) en una
institucion si resulta de la integracion de diversas OMP. Cada
praxeologia local se caracteriza por una tecnologia que sirve para
justificar, explicar, relacionar entre si y producir las técnicas de
todas las praxeologias puntuales que la integran.

e Una organizacion matematica se considera regional (OMR) en una
institucion si se obtiene mediante la coordinacién, articulacion y
posterior integracion de diversas OML a una teoria matemadtica en
comun.

e Una organizacion matematica se considera global (OMG) si surge
al agregar varias OMR a partir de la integracion de diferentes
teorias.

Modelo Praxeoldgico de Referencia

A continuacion, describimos las caracteristicas esenciales de un Modelo
Praxeologico de Referencia (MPR) que forma parte del trabajo desarrollado
por Quijano (2015). Este se centra en las propiedades de los lugares
geométricos en la geometria euclidiana y se encuentra estrechamente
relacionado con lo que se entiende por ensefiar y aprender matematica en
una cierta institucion. Se trata de una hipOtesis cientifica, creativa, a
contrastar experimentalmente y, por lo tanto, susceptible de ser modificado
constantemente. La descripcion de un MPR suele hacerse mediante una red
de cuestiones y respuestas, las que tienen estructura praxeologica (Fonseca,
Gascon & Olivera, 2014).
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El MPR que proponemos en torno a lugares geométricos se compone de
diferentes OM en las que se vincula el estudio algebraico con el
geométrico. Esta caracteristica es de vital importancia porque evita lo que
usualmente ocurre en la escuela secundaria, que es el estudio aislado de
organizaciones matematicas (Gascon, 2002).

Nuestro MPR se origina a partir de la cuestion generatriz inicial:

Qy: ¢Cudles son las propiedades de los lugares geométricos?

Para responder a Qg se requiere recorrer diferentes organizaciones
matemadticas (OMs), es decir, un conjunto de tareas, técnicas, definiciones,
propiedades que permiten describir y justificar el trabajo realizado. Es por
ello que la cuestion generatriz planteada es considerada en sentido fuerte,
pues se trata de una cuestion que debe ser estudiada, no pudiendo ser
respondida inmediatamente.

En primer lugar, acordamos que un lugar geométrico es el conjunto de
los puntos del plano que cumplen una determinada propiedad o condicion
geométrica. Para probar que una figura es el lugar geométrico de los puntos
del plano que poseen una determinada condicion, es preciso demostrar los
dos teoremas, uno reciproco del otro, que se indican a continuacion:

1) Que todos los puntos de la figura tienen la propiedad o
condiciéon mencionada.

ii) Que todos los puntos que poseen dicha propiedad pertenecen a
la figura.

El MPR es formulado en correspondencia con el saber relativo a lugares

geométricos que se propone estudiar en la escuela secundaria Argentina.
Para ello acordamos que este trabajo debe estar en correspondencia con los
Nucleos de Aprendizaje Prioritario (NAP) para la escuela Secundaria de la
Republica Argentina (Ministerio de Educacion de la Republica Argentina,
2011, 2012). La geometria que se propone estudiar en los NAP es la
euclidiana, por lo que el MPR se piensa en funcion de esto, para luego
discutirlo desde una geometria no euclidiana en el apartado siguiente.
En la Figura 1 se presenta el MPR en relacion a las propiedades de los
lugares geométricos. Aqui se indican las OMs que integran el MPR, junto
al tipo de tareas que las representan, y las relaciones que se establecen entre
ellas.
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Q: ¢ Como definir lugar geométrico?
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Figura 1. Modelo Praxeologico de Referencia

Nuestro MPR queda conformado por tres grandes bloques: el estudio
que conduce a la definicion de los diferentes lugares geométricos, el estudio
de la representacion de cada uno de ellos, y el establecimiento de sus
elementos notables, siendo éste transversal a los otros dos. Cada uno de
estos bloques se origina por una cuestion que se desprende de la cuestion
generatriz' y es la que produce el estudio por las OMs” derivadas de ella.

El estudio de Qq deriva en la cuestion Q;: ¢COmo definir lugar
geométrico? que conduce al estudio del tipo de tareas que componen las
OM; y OM,. En la primera de ellas, el tipo de tareas que la define,
T1: Establecer propiedades métricas de los lugares geométricos, da lugar a
un estudio sintético. Este estudio se completa con las tareas de la OM; (T3:
Representar lugares geométricos en el plano), de la OM, (T*: Representar
lugares geométricos en el plano cartesiano) y de la OMg (T°: Establecer
elementos notables de los lugares geométricos y sus relaciones). Asimismo,
la OM, se define a partir del tipo de tareas: T2: Establecer propiedades
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analiticas de los lugares geométricos, y como bien indica su nombre, da
lugar a un estudio analitico. Este tipo de tareas requiere de un estudio en el
plano cartesiano y el empleo de técnicas algebraicas que derivan en las
formulas de cada lugar geométrico. Su estudio conduce, ademads, a
establecer a los lugares geométricos como secciones de un cono. De esta
manera, OM; y OM, constituyen la pieza fundamental que permiten dar
respuesta a Q.

Otra de las cuestiones que se derivan de Q, es Q,: ¢(COémo representar
los lugares geométricos? Esta cuestion conduce al estudio del tipo de tareas
que componen las OM3 y OM,’. En este punto la propuesta es integrar las
nociones que emergen de las definiciones de lugares geométricos, tanto por
propiedades métricas como por propiedades analiticas. Para el estudio del
tipo de tareas que integran la OM;, T'3: Representar lugares geométricos en
el plano las técnicas a emplear requieren el uso de instrumentos de
geometria, cuyas tecnologias estan apoyadas en las propiedades de la
métrica y en algunos métodos de resolucion de problemas especificos de
construccion.

En cambio, el tipo de tareas que integra la OM,, T*:Representar
lugares geométricos en el plano cartesiano conduce a la aplicacion de
técnicas analiticas, con tecnologias también fundamentadas en la métrica,
pero con el empleo de técnicas algebraicas. En este sentido, se pretende la
representacion esquematica de cada lugar geométrico teniendo en cuenta
los elementos notables de cada uno. Se deja de lado entonces la precision
instrumental que caracteriza a la OM5 y se pone el acento en el calculo y
posterior representacion de los elementos mencionados.

En el estudio del tipo de tareas que conforman la OMs, T°: Establecer
los elementos notables de los lugares geométricos y sus relaciones resulta
ser un estudio transversal al resto de las OMs. No se contempla de manera
aislada y su estudio requiere de ciertas especificidades. Se estudian los
elementos que identifican y caracterizan cada lugar geométrico solido: eje,
focos, directriz, vértice, distancia focal, excentricidad, respondiendo a la
cuestion Qs: ¢Cuales son los elementos notables de cada lugar geométrico?
A continuacion, describimos brevemente cada OM que compone al MPR.
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Organizacion Matematica 1 (OM,)

Esta OM se genera a partir de la cuestion Q;: ¢Como definir lugar
geométrico? y se encuentra conformada por nueve OM puntuales (OMP)",
que se indican a continuacion junto al tipo de tareas que las representan
(Figura 2).

oM,
T?: Establecer propiedades métricas de los lugares geométricos

OMP,
T,: Establecer la funcién distancia

Ty,1: Determinar la Ty,5° Determinar la distancia
distancia entre dos puntos entre punto y recta

métricas

| propiedades propiedades propiedades métricas
- métricas métricas

TR T

Figura 2. Organizacion Matematica 1 (OM;)
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El estudio de esta OM requiere establecer una funcién distancia’ cuya
tarea fundamental compone a la OMP;. El estudio de esta OMP deriva en
tres tipos de tareas: las que llevan a reconocer y determinar la distancia
entre dos puntos del plano (T;;), las que se dirigen a reconocer y
determinar la distancia entre un punto y una recta en el mismo plano (T; ;)
y las que llevan a operar con distancias (T; 3). El estudio de estas tareas
gesta parte del entorno tecnologico que justifica el hacer de las demas OMP
que componen a la OM;, excepto de la OMP, (Definir arco capaz por
propiedades métricas), pues el arco capaz es el Ginico lugar geométrico en
el que no se requiere la nocion de distancia.

En particular, el hacer de estas tareas admite diferentes técnicas
dependiendo de la definicion de distancia que se adopte. Pues, la distancia
entre dos puntos en un espacio métrico euclidiano puede definirse como la
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longitud del segmento de recta que los une. De esta manera, la distancia
puede estar relacionada con la medida (por ejemplo, estar a 3 unidades de
distancia de...) o con algin segmento caracteristico (estar a una distancia
de...). Asimismo, la distancia de un punto a una recta en el plano
puede ser definida como la minima distancia entre las de dicho punto y
todos los puntos de la recta, la que se encuentra en un segmento de recta
perpendicular a la dada. Es por ello que la técnica para poder hallar esta
distancia se caracteriza por trazar primero una recta perpendicular a la dada
por dicho punto.

El estudio de las ocho restantes OMPs que conforman la OM,(OMP;:
Definir circunferencia por propiedades métricas; OMP;: Definir mediatriz
de un segmento por propiedades métricas; OMP,: Definir una recta
paralela a otra por propiedades métricas; OMPs: Definir bisectriz de un
angulo por propiedades métricas; OMP4: Definir arco capaz por
propiedades métricas; OMP,: Definir elipse por propiedades métricas;
OMPg: Definir hipérbola por propiedades métricas;0OMPy: Definir
parabola por propiedades métricas) conducen a determinar las propiedades
métricas de cada lugar geométrico y con ello a sus respectivas definiciones.
Por otro lado, esta OM se encuentra estrechamente vinculada con la OMj5
(Figura 1), pues en su estudio surgen los elementos notables de cada lugar
geométrico.

Asi también, el estudio de esta OM; se encuentra ligado a la
representacion de cada lugar geométrico en el plano, y tal como esta
planteado, mayormente a su representacion sin considerar coordenadas
cartesianas, esto es, vinculado con OM;.

Organizacion Matematica 2 (OM,)

La OM;, se genera a partir de la cuestion Q;: ¢COmo definir lugar
geométrico? Y se compone de nueve OMP, que se indican a continuacion,
junto al tipo de tareas que las representan (Figura 3)°.

Al igual que para laOMq, la OM, requiere de la definicion de una
funcion distancia, cuya tarea principal compone la OMP;. Su estudio deriva
en tres tipos de tareas: las que conducen a calcular la distancia entre dos
puntos del plano (T 1), las que se dirigen a calcular la distancia entre un
punto y una recta en el mismo plano (T ,) y las que llevan a operar con
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distancias (T 3). En esta OM se procura un estudio analitico, por lo que el
trabajo algebraico se hace indispensable.

oM,

T?2: Establecer propiedades analiticas de los lugares geométricos
| oMP, !
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Figura 3. Organizacion Matematica 2 (OMy)

El estudio de las OMP,a OMP,, dan lugar a las definiciones por
propiedades analiticas de cada lugar geométrico. En todas ellas, parte del
entorno tecnoldgico utilizado son sus definiciones por propiedades
métricas, de aqui que el vinculo con la OM anterior es fundamental. Por
ejemplo, el tipo de tareas T, que componen la OMP,, definir mediatriz de
un segmento por propiedades analiticas, requiere utilizar como entorno
tecnologico la definicion de distancia entre dos puntos y la de mediatriz por
propiedades métricas, o bien usar propiedades de la mediatriz y las
ecuaciones de rectas que cumplen ciertas propiedades especificas.

Las OMP;,OMP,,OMPs, OMP, y OMP, llevan a las definiciones de los
restantes lugares geométricos. El hacer de las tareas que involucran requiere
del entorno tecnoldgico que emerge del estudio de la OMP;.

A modo de ejemplo presentamos una tarea que compone a la OMP; y que
consideramos de vital importancia, pues posibilita definir analiticamente la
circunferencia:

t3: Hallar la ecuacion cartesiana de la circunferencia de centro (x,,y,) ¥
radio r.
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Para el estudio de esta tarea se requiere del entorno tecnoldgico que
emerge del estudio de la OM;, que se encuentra relacionado con la
definicion de la circunferencia por propiedades métricas:

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de un punto fijo llamado centro.

Sea 0 = (x,y,) ¢l centro de la circunferencia, la misma esta definida
por los puntos P para los que d(P,0) = .

Siendo P = (x,y) un punto cualquiera de la circunferencia tenemos que

Vo —x)2+ -y =1

Entonces

(V&2 T 0 —907) =12

implificando, podemos definir la circunferencia de centro (xg,V,) y radio
r > 0 como el lugar geométrico de puntos (x,y) del plano que cumplen la
siguiente ecuacion:

| (x—x)?+ (y—yo)? =12

El tipo de tareas Tg que compone la OMPg: Establecer a los lugares
geométricos como secciones de un cono, conduce a definir ciertos lugares
geométricos como interseccion de un plano y un cono. El tipo de tareas Ty,
que componen la OMP,: Establecer ecuaciones generales de las conicas,
lleva a la definicion algebraica de las conicas en general primero, y de cada
una en particular después. Este estudio conduce a realizar diferentes tareas
como: establecer relaciones entre los parametros y la conica, identificar una
conica en particular mediante sus parametros, relacionar lugares
geométricos dados por propiedades analiticas con las correspondientes
ecuaciones algebraicas.

Dentro de esta OM, se pueden estudiar los lugares geométricos
considerando otros tipos de coordenadas y con ello definirlos mediante
ecuaciones en forma polar, paramétrica o vectorial. Siguiendo las lineas
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generales de los NAP en este nivel, nos limitamos solo al tratamiento y
estudio de los lugares geométricos en coordenadas cartesianas o, como ya
se indico, en el plano propiamente dicho (sin referencia alguna).

Organizacion Matematica 3 (OM;)

Esta OM se genera a partir de la cuestion Q,: ¢(COmo representar los
lugares geométricos? y se encuentra conformada por diez OM puntuales
que se indican a continuacion, junto al tipo de tareas que las representan

(Figura 4).
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T3: Representar lugares geométricos en el plano
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T: Sumar y restar segm entos

Figura 4. Organizacion Matematica 3 (OMz)

El estudio de esta OM requiere, al igual que las otras dos OM descriptas,
establecer la funcion distancia. El trazado de operaciones basicas’ se hace
indispensable para estudiar las construcciones con regla y compas en la que
no se estudia con medidas, por lo que el tipo de tareas que componen la
OMP, se encuentra vinculado con ello (T, ;: transportar segmentos y T ;:
copiar angulos).
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La OMP; se encuentra representada por el tipo de tareas T5: Representar
la circunferencia en el plano, y su hacer requiere utilizar el entorno
tecnologico que se gesta con el estudio de la OMP,: Establecer operaciones
basicas con regla'y compas y la OMP; : Establecer la funcién distancia, que
contempla a la definicion de circunferencia por propiedades métricas y el
transporte de segmentos. El hacer de OMP;, OMP, y OMP; gesta parte del
entorno tecnologico de las representaciones de los restantes lugares
geométricos, y por ello, de las OMPs que siguen a continuacion, ya que
requieren la construccion de circunferencias o arcos de la misma para su
representacion.

Asimismo, la definicion por propiedades métricas de cada lugar
geométrico es indispensable en la representacion de todos ellos, por lo que
el vinculo de esta OM con la OM; es estrecho. Esta relacién se pone en
evidencia en el estudio de la siguiente tarea:

Z
t®: Representar la bisectriz del angulo dado ABC

Para la resolucion de esta tarea se pueden asociar dos técnicas diferentes.
Estas utilizan resultados tecnologicos derivados del estudio de la OM;. En
particular, en la primera de ellas se usan las definiciones de bisectriz y de
recta paralela por propiedades métricas. La bisectriz de un angulo es el
lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los lados del
angulo, por lo que concluimos que el origen de la semirrecta bisectriz es el
vértice de dicho angulo. De esta manera, tenemos un punto de la misma;
resta entonces encontrar otro punto que también pertenezca a ella. Para ello
trazamos dos rectas paralelas, cada una a una distancia d de cada lado
respectivamente. Nos aseguramos de esta manera, que el punto de
interseccion de ambas paralelas estd a una misma distancia de cada lado,
por lo que es el punto buscado. Luego, la semirrecta con origen en el vértice
del angulo y que pasa por ese punto es la bisectriz buscada (Figura 5).

Sean a y c las rectas paralelas a una distancia d de las semirrectas BA y
BC respectivamente. .

E € anc. Luego, E estd a una distancia d de BA y E estd a una distancia
d de BC.

EntoncesE € B . .
ABC
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Como la semirrecta con origen en B que contiene a E' es unica, es BA§C
la bisectriz del angulo ABC.

Figura 5. Trazado de la bisectriz de un segmento seglin la primera técnica

El punto E y el vértice del angulo determinan la bisectriz del mismo. Al
igual que en la mediatriz, aqui estamos usando la doble implicacién de la
definicion del lugar geométrico en cuestion: todo punto que esta en la
bisectriz equidista de lados del angulo, y si un punto equidista de los lados
del angulo, entonces pertenece a su mediatriz.

La segunda técnica asociada a la tarea en cuestion, usualmente se
encuentra en los libros de texto y, en particular requiere utilizar las
definiciones de bisectriz de un angulo, de circunferencia y de mediatriz de
un segmento por propiedades métricas. Ademas, y a diferencia de la
anterior, se necesita emplear una propiedad de los triangulos isésceles® para
desarrollar esta técnica.
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En primer lugar, se construye una circunferencia con centro en el vértice
y cualquier radio. Esta circunferencia tendra interseccion con cada uno de
los lados del angulo. Tomando el segmento que ellos determinan se traza la
mediatriz de dicho segmento (Figura 6).

Al ser BEy BD radios de una circunferencia, son congruentes, por lo que
el triangulo DBE es isosceles. Luego, la mediatriz de DE contiene a la
bisectriz buscada,

B . .
ABC

Figura 6. Trazado de la bisectriz de un segmento segtin la segunda técnica

En el algoritmo del trazado de la bisectriz de un angulo propuesto en
algunos libros de texto, no se explicitan las tecnologias que lo justifican,
reduciendo el procedimiento sélo a la construccion de pequefios arcos de
circunferencias y hallar sus intersecciones. Sostenemos que las tecnologias
como las expuestas pueden ser abordadas por alumnos del nivel secundario,
promoviendo la justificacion por parte de ellos y evitando que el trazado
pierda sentido.

La tercera técnica solo puede ser utilizada en caso de conocer la
amplitud del angulo en cuestion y se requiere el uso del transportador. El
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entorno tecnoldgico que justifica la técnica tiene que ver con la propiedad
de congruencia de los dos angulos que determina la bisectriz de un angulo.

Se construye un angulo cuyo vértice y uno de sus lados coincida con el
dado y cuya amplitud sea la mitad del dado. Esta técnica esta basada en la
medicion, y se puede utilizar en caso de tener un transportador para medir
angulos, o en casos muy particulares, tales como angulos llanos, o en
aquellas situaciones en las que se pueda utilizar alguna escuadra para trazar
angulos determinados (por ejemplo, de 60°, de 45°, de 30°).

En las OMPs restantes se estudian las representaciones en el plano de la
elipse, hipérbola y parabola respectivamente. Las mismas se realizan punto
a punto, esto es, se deben encontrar puntos pertenecientes a ellas y esbozar
una representacion aproximada. Esto marca la diferencia con las
representaciones de los lugares geométricos estudiados anteriormente, en el
que las construcciones quedan sujetas al hallazgo de un punto, el que
permite determinar a dichos lugares geométricos de manera precisa.

Organizacion Matematica 4 (OM,)

Esta OM se genera a partir del estudio de la cuestion Q,: ¢COmMoO
representar los lugares geométricos? Si bien, se pueden construir los
lugares geométricos con regla y compas también en el plano cartesiano,
decidimos diferenciarla de la anterior pues se introduce un referencial: el
plano cartesiano.

Las ecuaciones cartesianas de cada lugar geométrico, como asi también
las ecuaciones y coordenadas de sus elementos notables, pueden dar lugar
al trazado aproximado de cada lugar geométrico. Es por ello que el estudio
previo o en conjunto con la OM,: Establecer propiedades analiticas de los
lugares geométricos, es indispensable en este sentido. De todas maneras,
para realizar una representacion cada vez mas precisa, se hace necesario el
hallazgo de mas puntos de cada lugar geométrico. Esto puede llevar tanto al
uso de su ecuacion cartesiana (en caso de poseerla, se puede dar valores a
una variable y obtener las coordenadas de otros puntos de la grafica), como
al uso de instrumentos de geometria (si se utiliza una definicion métrica de
cada lugar geométrico). De aqui se deduce que la relacion con la OMs:
Representar lugares geométricos en el plano también es estrecha. Ademas,
el estudio de la OMs: Establecer elementos notables de los lugares
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geométricos y sus relaciones, se hace necesario en esta OM, ya que es a
través de sus ecuaciones o coordenadas cartesianas que se graficara cada
uno de los lugares geométricos.

Esta OM se encuentra conformada por ocho OMP, que se indican a
continuacion junto al tipo de tareas que las representan (Figura 7).

oM,
T*: Representar lugares geométricos en el plano cartesiano

OMP,
T, : Ubicar puntos en el plano

| OMP,
]
cartesiano 1

]
T;: Representar rectas en =] plano :
cartesiano 1

-

1 .
en el plano i plano cartesiano

cartesiano

en el plano

1 cartesiano
cartesiano |

cartesiano

1
1 H 1 1 1 [ 1! 1
| OMP, ! i onp, I | oMR b oMP, b omMp, ] OMP, I
: R Tz . 1 : T,: Representarla | : Ts: Representar | : T,: Representar | : T.: Representar | : Ty: Representar :
| epresentarla : | mediatriz deun | | unarecta 1 | laclipseenel | 1 lahipétbolaen : | laparibolaen |
1 circunferencia | | segmentoenel : 1 paralela a otra : : 1 el plano 1! el plano ]
1 1 1 1 1 1
1 ]
1 ] i 1 H [ 1! 1

plano cartesiano

Figura 7. Organizacion Matematica 4 (OMy)

Las dos primeras OMP tienen que ver con la representacion en el plano
cartesiano de puntos y rectas. Estas ultimas pueden ser representadas
mediante la identificacion de sus parametros (ordenada al origen, raiz,
pendiente, vector director) o a través de una tabla de valores (dandole
valores a la variable independiente y obteniendo los respectivos valores de
la variable dependiente). Para dichas representaciones se utiliza el entorno
tecnologico que postula: por dos puntos distintos del plano, pasa una Unica
recta.

La OMP; se encuentra representada por el tipo de tareas T3: Representar
la circunferencia en el plano cartesiano, requiere ubicar su centro y
establecer el radio de la misma, ya sea por otro punto exterior a ella, o a
través de un segmento o medida dadas.

Las OMP,: Representar la mediatriz de un segmento en el plano
cartesiano y OMPs: Representar una recta paralela a otra en el plano
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cartesiano, requieren como entorno tecnoldgico la representacion de una
recta, dada su ecuacion cartesiana.

Las tultimas tres OMPs se refieren a la representacion de conicas en el
plano cartesiano.

Organizacion Matematica 5 (OMs)
La OM; se genera a partir de la cuestion Qs3: ¢Cuales son los elementos
notables de cada lugar geométrico? El estudio se centra en el analisis de las

conicas y se encuentra conformada por siete OMP, que se indican a
continuacion junto al tipo de tareas que las representan (Figura 8).

5
T3: Establecer elementos notables de los lugares geométricos

|

] ]
! OMP, H 1 OMP,
1 1

1

- =
! OMP,
I Ts: Determinar rectas notables

T,,,: Determinar T, ;: Determinar T, ;* Determinar T,,.: Determinar T,,.: Determinar T; . Determinar Ty,2? Determinar
centro foco/s vértice/s radio eje’s asintotas directriz

i oMP, H | omp, ! H 1 OMP. H
: T,: Establecer : | T:: Establecer | : Ts: Establecer : : T-: Establecer :
‘ I clementos | | clementos | I clementos | I clementos |
| notablesdela | | mnotablesdela | motablesdela | | notablesdela !
| circunferencia | L elipse 1 | hipérbela : | pardbola H

r— T T I

Figura 8. Organizacion Matematica 5 (OMs)

En el desarrollo y descripcion de las anteriores OM se puso de
manifiesto la fuerte relacion entre ésta y el resto de las OM que componen
nuestro MPR.

Las primeras tres OMPs que conforman esta OMc son las que permiten
luego caracterizar a los lugares geométricos implicados. La OMP; conduce
al estudio de tareas que permiten determinar puntos notables tanto como
centro, focos y vértices de los lugares geométricos. Asimismo, la OMP,,
conduce a determinar segmentos notables: radio y ejes de ciertos lugares
geométricos, como la circunferencia, elipse e hipérbola. La OMP; conduce
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al estudio de tareas que permiten determinar rectas notables, como asintotas
y directriz de la hipérbola y la parabola respectivamente.

Las cuatro OMPs restantes llevan a determinar los elementos notables
de cada conica.

Geometria del Taxista

En este apartado analizamos los alcances y limitaciones del MPR
construido desde la geometria euclidiana, al ser abordado desde la
Geometria del Taxista. Esto es, mantenemos el mismo objeto de estudio:
los lugares geométricos, pero cambiamos la funcidn distancia, y con ello,
evaluamos la pertinencia del modelo elaborado previamente.

Este andlisis no so6lo tiene el propdsito de cuestionar el MPR, sino
también servir como fundamento para la elaboracion de un dispositivo
didactico para el estudio de lugares geométricos en la escuela secundaria,
que no se centre solo en la geometria euclidiana.

En la geometria del taxista, la distancia entre dos puntos de coordenadas
P =(x1,y1) yQ = (x2,¥2) es: dr(P,Q) = |xz — x1| + |y2 — y1l.

Al igual que la distancia euclidiana, esta distancia cumple Ilas
propiedades necesarias para ser una métrica y, ademas, se puede demostrar
que la distancia del taxista entre dos puntos es siempre mayor o igual que la
distancia euclidiana entre ellos.

A continuacién, nos centramos en el analisis del MPR recorriendo las
tres cuestiones, Q;, Q, y Q3 derivadas de la inicial Qy: ¢Cudles son las
propiedades de los lugares geométricos?, pero ahora con una mirada desde
la geometria del taxista.

Q1: ¢ Como definir lugar geométrico?

El estudio de esta cuestion en la geometria del taxista requiere definir
nociones como segmento y recta. A partir de esto, una de las dificultades
que entra en juego al definir los lugares geométricos por propiedades esta
relacionada con el estudio algebraico de las ecuaciones modulares que
surgen. Esto no impide su estudio en el aula, pero es un elemento que
deberia considerarse al disefiar tareas para su estudio.
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Analogamente al trabajo presentado para la geometria euclidiana en el
apartado anterior, podemos ahora utilizar esta métrica para definir cada
lugar geométrico por propiedades analiticas. A modo de ejemplo, se plantea
la siguiente tarea, tal como se hizo en la geometria euclidiana, ahora desde
la del taxista:

t3: Hallar la ecuacion cartesiana de la circunferencia de centro (x,,y,) Y
radior.

Para el estudio de esta tarea también se requiere del entorno tecnologico
que emerge del estudio de la OM,, que se encuentra relacionado con la
definicion de la circunferencia por propiedades métricas, es decir, se quiere
obtener el conjunto de puntos P = (x,y) del plano que estdn a una
distancia  de uno fijo, el centro C cuyas coordenadas son (xg, V). Debe
cumplirse entonces que d(P,C) =1

Luego, la ecuacion cartesiana de la circunferencia de centro (xg,yo) ¥y
radio r es:

lx —xol + |y —yol =7

Q,: ¢Coémo representar los lugares geométricos?

El estudio de esta cuestion en la geometria del taxista presenta
diferencias considerables respecto a la euclidiana. La primera que surge se
refiere al plano utilizado en la geometria del taxista. Tal como se define la
distancia entre dos puntos, para poder transportarla al plano, se requieren
rectas paralelas y perpendiculares, esto es, un plano cuadriculado. La
representacion de los lugares geométricos en el plano, tal como se hizo en
la OM; en la geometria euclidiana, no tiene sentido ahora, ya que la
distancia entre dos puntos en la geometria del taxi, no es trasladable
facilmente como en la euclidiana. El uso del compas, que permite trasladar
segmentos en la euclidiana, queda casi obsoleto en esta geometria. Si
pensamos en un plano sin referencial alguno, para construir un lugar
geométrico en la geometria del taxista, habria que valerse de la
construccion de rectas paralelas y perpendiculares previamente, y luego
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sobre esa malla construir, punto a punto, los lugares geométricos en
cuestion. La construccion de rectas paralelas y perpendiculares con regla y
compas tienen sus técnicas especificas, por lo que la construccion de esta
malla seria, en si misma, una tarea nada sencilla. Es por ello que, para
representar los lugares geométricos en el plano en la geometria del taxista,
el mismo deberia ser un plano cuadriculado, aun sin coordenadas, que
puede actuar de manera analoga al plano propuesto en la OM5. Tal como
indicamos en el MPR, el estudio de las representaciones en este tipo de
plano también estaria fuertemente vinculado a la definicion de los lugares
geométricos por propiedades métricas. En este tipo de planos, los puntos a
considerar se encuentran solo en las intersecciones de las rectas que forman
la malla por lo que las representaciones de los lugares geométricos solo son
un conjunto de puntos ubicados de manera discreta. Algunos autores, como
Gomez (2011) prescinden de esta consideracion, pasando directamente a un
trabajo en el plano cartesiano de R?. Tal como estudiamos en el MPR,
podemos ahora distinguir el plano sin referencial del plano cartesiano. En el
primero, cuadriculado, consideramos los puntos solo en las intersecciones
de las rectas que lo componen, y el segundo plano es R?, por lo que
pasamos a un estudio con coordenadas cartesianas.

A C
{ ]
B
® bloque CD
D
F E
*—=0
bloque FE

Figura 9. Puntos y bloques en la geometria del Taxista

Teniendo en cuenta estas consideraciones, debemos definir segmento en
esta geometria y en este plano. Para esto, decidimos tomar la definicion que
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se enuncia en César (2010), quien define segmento como bloque. La autora
ubica puntos s6lo en intersecciones de las rectas de la malla, y define un
bloque como aquel segmento que estd formado unicamente por dos puntos
(es decir, los puntos deben poder unirse s6lo a través de un segmento
horizontal o uno vertical) (Figura 9).

En la figura 9 se puede observar que los puntos A y B no pueden formar
un bloque, ya que, para unirlos, son necesarios dos segmentos (uno
horizontal y uno vertical).

Asimismo, la distancia entre los puntos A y B es denominada como
viaje directo entre A y B, y sera el conjunto minimo de bloques necesarios
para ir de un punto a otro, o para unir los puntos. En la figura 10 se pone de
manifiesto que este viaje directo no es tnico, a diferencia de lo que ocurre
en la geometria euclidiana al unir dos puntos. La cantidad de caminos
posibles es una nocion que puede proponerse estudiar, involucrando
nociones de combinatoria.

.

Figura 10. Viaje directo entre A y B

Asi también, se define la recta que contiene a los puntos A y B como la
extension de un viaje directo entre ellos. Definida de esta manera, la recta
que pasa por dos puntos no es unica (Figura 11).

Como indicamos, la geometria del taxi puede ser asociada al plano
cartesiano. Extendiendo la definicion para coordenadas reales tenemos que
dr:R? x R? > R es una métrica. Las ecuaciones cartesianas de cada lugar
geométrico, como asi también las ecuaciones y coordenadas de sus
elementos notables, pueden dar lugar al trazado aproximado de cada lugar
geométrico. Por lo tanto, el estudio previo con la OM,: Establecer
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propiedades analiticas de los lugares geométricos, al igual que lo que
ocurre en la geometria euclidiana, en la del taxista también es indispensable
en este sentido.

Como se indico en el MPR, la OM, conduce al estudio de Ia
representacion de los lugares geométricos en el plano cartesiano. Su
estudio, junto con la OM;, permite responder la cuestion @,. Las OMP,
involucran el estudio de la representacion de cada lugar geométrico en el
plano cartesiano. Para ello, en esta geometria no euclidiana se requiere
como entorno tecnoldgico las definiciones de los lugares geométricos por
propiedades analiticas, la definicion de valor absoluto de un numero, la
resolucion de ecuaciones modulares y la representacion de rectas en el
plano.

Recta AB A

Recta AB

Figura 11. Rectas que contienen a A y B

Consideramos que puede pensarse en realizar un estudio analogo al
propuesto en el MPR en lo que respecta a la representacion de los lugares
geométricos en el plano cartesiano.

El estudio de las formas que tiene cada lugar geométrico en esta
geometria, es diferente a las que se obtiene en la geometria euclidiana. A
modo de ejemplo, en la Figura 12 se muestra la representacion de
circunferencias con igual radio, en ambas geometrias.

Q3: ¢Cuéles son los elementos notables de cada lugar geométrico?
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El estudio de esta cuestion estd ligado a las anteriores, pues
necesariamente se deben dar cuenta de ciertos elementos notables de los
lugares geométricos, ya sea para su definicidn como para su representacion.

La OM; estudia como establecer elementos notables de los lugares
geométricos y sus relaciones. Al igual que en la geometria euclidiana,
consideramos que las tareas dentro de esta OM pueden ser muy variadas,
dependiendo de los objetos matematicos que se den como datos. La
determinacion de puntos, segmentos y rectas notables de cada lugar
geométrico, como mencionamos anteriormente, puede generar algunas
dificultades en esta geometria, que habria que tener en cuenta al planificar
la ensefianza.

circunferencia euclidiana circunferencia del taxista

Figura 12. Circunferencias de igual radio en ambas geometrias

Concluimos que el MPR propuesto en la seccion anterior puede
adaptarse al estudio de lugares geométricos con la geometria del taxi. Las
definiciones por propiedades métricas y analiticas se pueden estudiar de
manera similar a lo planteado en el MPR para la geometria euclidiana, en
tanto que las ecuaciones algebraicas de los lugares geométricos requieren
de un estudio mas complejo debido a las nociones que se involucran.

La representacion de los lugares geométricos también se puede estudiar
en la geometria del taxista desde dos planos diferentes: uno sin referencia y
el otro cartesiano. La diferencia con la geometria euclidiana radica que en
el primero de ellos, el plano tiene una malla cuadriculada, debido a la
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distancia empleada. Sin embargo, su tratamiento puede realizarse analogo
al planteado en el MPR. El estudio de la representacion de los lugares
geométricos en el plano cartesiano también es posible desde esta geometria,
aunque el tratamiento de las ecuaciones requiere del empleo de técnicas
diferentes a las empleadas en la geometria euclidiana. Respecto a los
elementos notables en la geometria del taxista, consideramos que su estudio
es similar al presentado en el MPR para la geometria euclidiana.

El MPR da lugar a recorrer otras organizaciones que no hemos
considerado en esta ocasion, tal como: el calculo del valor de pi, la unicidad
o no de las construcciones, las formas de cada lugar geométrico y su
comparacion con las de la euclidiana, las diferencias entre las técnicas
usadas en una y otra geometria (por ejemplo, la mediatriz en esta geometria,
(se podria obtener mediante interseccion de circunferencias?). Hay una
multiplicidad de nociones, técnicas y tecnologias que podrian estudiarse y
que darian lugar a un valioso trabajo matematico en el aula.

Las limitaciones mas evidentes del MPR al ser recorrido en la geometria
del taxista se asocian a la representacion en el plano de los lugares
geométricos y con el tratamiento analitico de las definiciones de cada uno
de ellos. Sin embargo, podrian realizarse ciertas modificaciones en este
sentido que posibilitarian que el MPR construido en la geometria euclidiana
se adapte al estudio de lugares geométricos en la geometria del taxista.

Reflexiones Finales

En este trabajo indicamos las caracteristicas esenciales de un MPR en torno
a lugares geométricos atendiendo a la geometria escolar, en particular a los
lugares geométricos y sus propiedades, que se propone estudiar en la
escuela secundaria Argentina. En esta institucion, la geometria que se
establece estudiar es exclusivamente euclidiana. Asi, el desarrollo del MPR
implicd hacer explicitas las organizaciones matematicas que se encuentran
involucradas en el estudio de los lugares geométricos en la geometria
euclidiana y dejar entrever las relaciones entre ellas, procurando combinar
el estudio sintético con el analitico.

Por otro lado, discutimos los alcances y limitaciones del MPR en
relacion a los lugares geométricos en la geometria no euclidiana del
taxista. La realidad en que vivimos no siempre responde a la geometria
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euclidiana, basta con movernos por las calles en una ciudad para darnos
cuenta que la distancia empleada es muy distinta a la estudiada en la
escuela secundaria. Es por su presencia en lo cotidiano que podriamos
pensar en la introduccion del estudio de la geometria no euclidiana del
taxista en el aula de matematica de la escuela secundaria. Con fundamento
en esta propuesta, estudiamos la adaptabilidad del MPR en la geometria del
taxista. Consideramos que la coexistencia del estudio de lugares
geométricos desde ambas geometrias seria tedricamente factible. Es por ello
que su inclusién en el aula de matematica de la escuela secundaria es una de
las lineas a seguir a partir de esta investigacion.

Sostenemos que pensar y enseflar la matematica desde otra perspectiva,
con caracteristicas y propiedades a las que los estudiantes no estdn
habituados, es ponerlos a cuestionar criticamente lo que conocen. Esto
posibilita ampliar su conocimiento matematico y geométrico en particular,
y brinda a los estudiantes nociones matematicas que le permitan
comprender, describir y representar el mundo en el que viven.

Notas

' Cada cuestion se sefialada como Qy, donde x indica un numero que distingue a las
diferentes cuestiones que se formulan.
% Identificamos cada OM como OMy donde y toma valores numéricos para distinguir cada
OM que se define. Asimismo, al tipo de tareas que conforman cada OM, se las denota TY.
3 En este trabajo hemos decidido diferenciar el plano cartesiano de aquel que no posee
referencia alguna; nombrando a este ultimo s6lo plano. De alli se diferencia la OM; de la
OM,.
# Identificamos cada OMP como OMP, donde z toma valores numéricos para distinguir cada
OMP que se define. Asimismo, al tipo de tareas que conforman cada OMP, se las denota T,.
En caso de haber mas de un tipo de tareas asociadas a una OMP, se lo notard T, ;, donde z es
el nimero de la OMP y donde i es el nimero para distinguir cada tipo de tarea en cuestion.
5 Para un conjunto X se define distancia o métrica a una funcién d(a,b) de XxX en R que
verifique las siguientes condiciones:
No negatividad: d(a,b) = 0Va,b € X
Simetria: d(a,b) = d(b,a)Va,b € X
Desigualdad triangular: d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)va,b,c € X
vaeX:d(aa)=0
Sia,b € X son tales que d(a,b) = 0, entonces a = b
6 Se excluyen de esta OML la bisectriz de un dngulo por ser una semirrecta y el arco capaz
;])or ser un arco de circunferencia.

Se consideran como operaciones basicas el transporte de segmentos y de angulos. Su
nombre se debe a que posibilitan el trazado de determinadas circunferencias y rectas. La
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primera accion, permite construir una circunferencia dado el centro y un radio, y la segunda
permite trazar una recta en una determinada dlrecmon respecto a otra (Smerw 2002).

® En un triangulo isosceles ABC (AB =BC A A C) la bisectriz del angulo B esta incluida en
la mediatriz del lado AC.
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Review

Maher, C.A. & Yankelewitz, D. (Eds.) (2017). Children’s Reasoning While
Building Fraction Ideas (Mathematics Teaching and Learning, vol. 3).
Rotterdam: Sense Publishers.

ste libro titulado “Children’s Reasoning While Building Fraction

Ideas” pertenece a una serie internacional de libros llamada

“Mathematics Teaching and Learning”. Esta serie internacional de
libros pretende ofrecer una importante fuente para compartir
investigaciones, politicas y practicas sobre didactica de las matematicas
para promover la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas a todos los
niveles escolares y también para ayudar en la formacion del profesorado de
matematicas en todo el mundo.

Este libro presenta a lo largo de diecinueve capitulos un conjunto
integrado de estudios de una clase heterogénea de veintiun alumnos de
nueve afios de una escuela del distrito de Colts Neck (NJ, USA), durante el
curso escolar 1993-1994. Los estudios versan sobre la exploracion de las
ideas previas que tienen de las fracciones antes de recibir una ensefianza en
clase que se propone bajo determinadas condiciones que caracterizan la
investigacion, colaboracion y argumentacion.

La intervencidén se basa en que los estudiantes pueden manifestar de
multiples maneras sus conocimientos sobre fracciones a través de sus
exploraciones, explicaciones y justificaciones, expresandolas a nivel oral y
escrito, con simbolos, modelos y otras construcciones. A través de las
intervenciones, los alumnos son animados a compartir sus ideas y
justificarlas, pedir aclaraciones sobre argumentaciones confusas para ellos,
y trabajar conjuntamente para resolver las diferencias entre sus propias
soluciones a tareas matematicas propuestas. Los capitulos de este libro
muestran un trabajo de tres meses de actividades e ilustran, en resolucion de
problemas, un rango de practicas matematicas que abarca diferentes
aspectos como son el buscar el sentido, la construccion de modelos, la
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colaboracion, la comunicacion, el razonamiento, la argumentacion y la
justificacion. Cada capitulo estd acompafiado de narraciones de videos que
ayudan a seguir como los estudiantes construyen sus conocimientos sobre
las fracciones con una minima intervencion del investigador. Durante las
sesiones de clase, se observan las formas de razonamiento de los alumnos
mientras tratan de resolver ciertos obstaculos e inconsistencias a las que
llegan en su resolucion. Retando a los estudiantes a resolver ciertas tareas,
se identifican las formas de razonamiento que usan en hacer justificaciones.
También se registra la evolucion de las construcciones de los alumnos para
justificar con argumentos o contraargumentos (por ejemplo, capitulo
dieciséis), a veces desenterrando razonamientos erréneos (por ejemplo,
capitulo ocho) y confusiones e ideas equivocadas (por ejemplo, capitulo
diecisiete). Se entiende un contexto de aprendizaje basado en una
perspectiva constructivista, y las intervenciones de los investigadores van
en esta linea. Las ideas erroneas o razonamientos incorrectos de los
alumnos son oportunidades para los investigadores para retar a sus
estudiantes a superarlos. No se les corrige, sino que se les proponen nuevas
tarecas para acabar resolviendo el obstaculo cognitivo, haciendo posibles
argumentaciones basadas en la evidencia.

Al final de cada capitulo se proponen cuestiones para discutir, prestando
atencion al razonamiento del alumno y sobre ideas clave. La intencién es
que, con estas discusiones, se argumente y debata consiguiendo una
evolucion. Se recomienda que antes de la discusion, los participantes
trabajen las tareas propuestas, compartiendo sus resoluciones.

En este volumen, se evita dar recomendaciones para la practica. Se
espera que los responsables de ensefiar las fracciones tomen nota de los
conocimientos iniciales que aportan los alumnos y construyan nuevos
conocimientos y formas de razonamiento bajo las condiciones ofrecidas en
el estudio. Las condiciones sugeridas para el aprendizaje de los estudiantes
en este libro tienen implicaciones para la practica en otros niveles,
contextos y comunidades. Debido a que se le da una gran importancia a la
implicacion del estudiante en su aprendizaje, se enfatiza la importancia de
preguntar y escuchar las ideas que tiene para definir el problema, construir
argumentos convincentes resolutivos, incorporando lo que ya sabe. Pero a
pesar de que no se ofrezca un programa para la instruccion para los
maestros, se presentan implicaciones para la practica en otras publicaciones
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relacionadas. Ademas, se presentan multiples disertaciones fruto del estudio
en el Apéndice B.

La investigacion presentada en este libro sirve de guia para maestros y
formacion de maestros para construir programas efectivos de ensefianza en
el razonamiento mientras se construyen conocimientos sobre fracciones.

Albert Mallart Solaz, Universitat de Barcelona
Albert.mallart@ub.edu
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